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SO*ZBOSHI

Respublikamizda «Ta’lim to‘g‘risidargi Qonunning gabul gili-
nishi, «Kadrlar tayyorlash Milliy dasturi» zamon talablariga javob
beradigan mutaxassislarni tayyorlovchi oliy o‘quv yurtlariga, aynigsa,
universitetlarga katta mas’uliyat yukladi. Davlat ta’lim standartlari,
o‘quv dasturlari asosida darsliklar, o°quv go‘llanmalarni yaratish masa-
lasi yuzaga keldi.

Davlat ta’lim standartlari barcha fanlardan, jumladan, matematik
analiz bo‘yicha mavjud darsiik va go‘llanmalarga yangicha nugtayi
nazardan garashni taqozo etadi.

Matematik analiz oliy matematikaning fundamental bo‘limlaridan
bo‘lib, matematikaning poydevori hisoblanadi.

Ma’lumki, matematik analiz kursi davomida ko*pgina tushuncha
va tasdiglar, shuningdek, ularning tatbiglari keltiriladi.

Ko‘p oliy o‘quv yurtlari talabalarining o‘gish davomida duch
keladigan jiddiy fanlardan biri ham matematik analizdir.

Matematik analiz fanining asosiy vazifasi shu fanning tushuncha,
tasdiglar va boshga matematik ma’lumotlar majmuasi bilan tanish-
tirishdangina iborat bo‘lmasdan, balki talabalarni mantigiy fikrlashga,
matematik usullarni amaliy masalalarni yechishga qo‘llashni o‘rgatishni
ham oz ichiga oladi.

Mazkur o‘quv go‘llanma, mualliflarning ko*p yillik tajribalari aso-
sida yozilgan bo‘lib, u ma’ruzalar shaklida bayon etilgan. Mavzu-
larning ma’ruzalar bo‘yicha bayon etilishi talabalarni mavzu mazmuni
va mohiyatini chuqurroq anglashga yordam beradi deb o'ylaymiz.

Mualliflar har bir ma’ruzaning mazmuni ravon, matematik gat’iy,
0'z navbatida, talaba tomonidan tushunarli bo‘lishiga harakat gildilar.

O*quv qo‘llanma ikki gismdan iborat. Mazkur birinchi gism
11 bobdan tashkil topgan bo‘lib, 52 ta ma'ruzaga ajratilgan. Unda
haqiqiy sonlar nazariyasi; funksiya limiti va uzluksizligi; funksiyaning
dig;:rensial va integral hisobi hamda sonli qatorlar mavzulari bayon
etilgan.




Ma’ruzalarning mantiqgiy ketma-ketlikda. bir-biriga uzviy bog'liq
bo‘lishiga, shuningdek, tushunchalarning ravon bayon gilinishiga,
tasdiglar isbotlarining aniq, ilmiylikka asoslangan bo‘lishiga e'tibor
garatilgan. Har bir ma’ruza so‘ngida nazariy va amaliy ahamiyatga
ega bo'lgan mashqlar keltirilgan. O'ylaymizki, bunday mashqlar tala-
balarni mustagqil ishlashga, mantigiy fikrlashga o'rgatadi.

«Matematik analizdan ma’ruzalar» matematika va mexanika
yo‘nalishlari bo‘yicha bakalavrlar tayyorlash o'quv rejasiga moslashtirib
yozilgan bo‘lsa-da, undan matematika kengroq o‘gitiladigan oliy o‘quv
yurtlari talabalari ham foydalanishlari mumkin.

Kitoeb mualliflari, shu soha mutaxassislari O‘zbekiston Milliy
universitetida ko‘p yillar mobaynida mazkur kurs bo‘vicha o‘gigan
ma’ruzalaridan foydalandilar.

Kitobda matematik belgilardan keng foydalanish bilan bir gatorda
tasdiqglar isbotining boshlanganligini «4» belgi, tugaganligi esa «P»
belgi orqali ifodalangan.

Kitob go‘lyozmasini sinchiklab o‘qgib chiqgib, uning ilmiy va
metodik jihatdan yaxshilanishiga o'z hissalarini go‘shganlari uchun
professorlar R.Ashurov, R.G*anixo'jayevlarga mualliflar o'z minnat-
dorchiligini bildiradilar.

1-BOB

DASTLABKI MA’LUMOTLAR

I- ma’ruza
To‘plamlar. To‘plamlar ustida amallar

1°. To‘plam tushunchasi. To‘plam matematikaning boshlang‘ich,
ayni paytda muhim tushunchalaridan biri. Uni ixtiyoriy tabiatli
narsalarning (predmetlarning) ma’lum belgilar bo‘yicha birlashmasi
(majmuasi) sifatida tushuniladi. Masalan, javondagi kitoblar to‘plami,
bir nugtadan o‘tuvchi to‘'g'ri chiziglar to‘plami, x* —5x+6=0
tenglamaning ildizlari to‘plami deyilishi mumkin.

To‘plamni tashkil etgan narsalar uning elementlari deyiladi.

Matematikada to*plamlar bosh harflar bilan, ularning elementlari
esa kichik harflar bilan belgilanadi. Masalan, 4, B, C — to‘plamlar,
a, b, ¢ — to‘plamning elementlari.

Ba’zan to‘plamlar ularning elementlarini ko*rsatish bilan yoziladi:

A={2, 4, 6,8, 10, 12},
N.= o2 Biome Mvinshs
ZL oMo g, ity

Agar a biror A to‘plamning elementi bo‘lsa, ae A kabi yoziladi va
«a element A to‘plamga tegishli» deb o‘giladi. Agar a shu to‘plamga
tegishli bo‘lmasa, uni a¢ A kabi yoziladi va «a element A to*plamga
tegishli emas» deb o‘giladi. Masalan, yugoridagi 4 to‘plamda 10e 4,
15¢A.

Agar A chekli sondagi elementlardan tashkil topgan bo‘lsa, u
chekli to‘plam, aks holda cheksiz to‘plam deyiladi. Masalan,
A={2,4, 6, 8, 10, 12} chekli to‘plam, bir nugtadan o‘tuvchi barcha
to'g'ri chiziglar to‘plami esa cheksiz to‘plam bo‘ladi.

I- ta’rif. Ava Bto'plamlari berilgan bo‘lib, 4 to‘plamning barcha
elementlari B to‘plamga tegishli bo'lsa, A to ‘plam B ning gismi (gismiy
to ‘plam) deyiladi va

A c B (yoki B> A)
kabi yoziladi.




/_l to‘plan}m'ng elementlari orasida biror xususiyatga (bu xususiyatni
P b:]gn b.elgl}aymiz) ega bo‘ladiganlari bo'lishi mumkin. Bunday
xususiyatli elementlardan tuzilgan to‘plam quyidagicha
{xe Al P}
deb belgifanadi. Ravshanki,
{xe A|P}c 4
bo‘ladi.
Agar A to'plam elementlari orasida P xususiyatli elementlar
bo‘lmasa, u holda
{x € A P}
bitta ham elementga ega bo‘Imagan to‘plam bo‘lib, uni bo ‘sh 1o ‘plam
deyiladi. Bo‘sh to‘plam @ kabi belgilanadi. Masalan, x> + x+1=0
tenglamaning haqigiy ildizlaridan iborat A bo'sh to‘plam bo'ladi:
@={xe Alx* +x+1 = 0}.
Har ganday A to‘plam uchun
AcA @ cA
deb garaladi.
Odatda, A to‘plamning barcha qismiy to‘plamlaridan iborat to'p-
lam FA) kabi belgilanadi. Masalan, A = {a, b, ¢} to‘plam uchun
F(A)={{a}, {8}, {}, {a.b}, fa.c}, {b.¢}. {a.b,c}, )
bo‘ladi.
2-ta’rif. A va B to‘plamlari berilgan bo‘lib,
AcB BcA

bo‘lsa, A va B bir biriga feng o plamlar deyiladi va
A=B

kabi voziladi.

Demak, A = B tenglik 4 va Bto‘plamlarning bir xil elementlardan
tashkil topganligini bildiradi.

2°. To'plamlar ustida amallar. Ikki A va B to*plamlar berilgan bo‘lsin.

3-ta’rif. A va B to'plamlarning barcha elementlaridan tashkil
topgan E to‘plam A va B 1o plamlar yig ‘indisi (birlashmasi) deyiladi
va AlJ B kabi belgilanadi: £ = AU B.
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Demak. bu holda ac AU B dan ae A yoki ae B, yoki bir vagtda
ae A, ae B bo'lishi kelib chigadi.

4- ta’rif. A va B to‘plamlaring barcha umumiy elementlaridan
tashkil topgan Fto‘plam A va B 1o ‘plamlar ko ‘paytmasi (kesishmasi)
deyiladi va AN B kabi belgilanadi:

F= AN B.

Demak, bu holda ae AN B dan bir vagtda ae A, ae B bo‘lishi
kelib chigadi.

5- ta’rif. A to'plamning B to‘plamga tegishli bo‘lmagan barcha
elementlaridan tashkil topgan G to‘plam A to ‘plamdan B to ‘plamning
ayirmasi deyiladi va A\B kabi belgilanadi:

G=A\B.

Demak, ae A\B dan ae A, ae B bo‘lishi kelib chigadi.

6- ta’rif. A to‘plamning B ga tegishli bo'lmagan barcha element-
laridan va B to'plamning A ga tegishli bo‘lmagan barcha elementlaridan
tuzilgan to‘plam A va B to ‘plamlarning simmetrik ayirmasi deyiladi
va A A B kabi belgilanadi:

AA B = (A\B)U (B\A).

Demak, ae A A B bo‘lishidan ae A, a¢ B yoki ae B, ag A bo'lishi
kelib chigadi.

7- ta’rif. Aytaylik, ae A, ae B bo‘lsin. Barcha tartiblangan (a, b)
ko‘rinishidagi juftliklardan tuzilgan to‘plam A4 va B ro‘plamlaring
dekart ko ‘payrmasi deyiladi va A% B kabi belgilanadi. Demak,

Ax B ={(a,b)lac A, be B}.
Xususan, A = B bo‘lganda 4 X A = A? deb qaraladi.

8- ta’rif. Aytaylik, § va A to‘plamlar berilgan bo‘lib, A < § bolsin.
shbu
S\

to'plam A to‘plamni S ga toUdiruvcki to‘plam deyiladi va CA yoki
CsA kabi belgilanadi:
CA=8\U.
To'plamlar ustida bajariladigan amallarning ba’zi xossalarini
keltiramiz.
A, B va D to‘plamlari berilgan bo‘lsin.




1) Ac B, Bc D bo‘lsa, Ac D bo‘ladi;
2) AUA= A, ANA = A bo'ladi;
3) Ac Bbo'lsa, AU B = B, AN B = A bo‘ladi;
4) AUB = BUA, AN B = BN A bo'ladi;
5) (AUB)UD=AU(BUD), (ANBYND=AN(BN D) bo'ladi;
6) A c Sbo'lsa, AN CA = D;
7) C(AUB)=CANCB,bunda A c S, B cS;
8) C(ANB)=CAUCB,bunda A c S, B c§.
Bu xossalarning isboti yugorida keltirilgan ta’riflardan kelib
chigadi.
1- misol. Ushbu
(A\B)U(B\A)=(AUB)\ (AN B) (1
tenglik isbotlansin.
4 aec(A\ B)U(B\ A) bo'lsin. U holda
ace(A\B): ac A, ae B
yoki
ac(B\A): ae B, ae A
bo‘ladi. Bundan esa
ac (AUB). ae (AN B)
bo‘lib,
acs (AUB)\(ANB)
bo'lishi kelib chigadi. Demak,
(A\ BYU(B\A)c(AUB\ (AN B). (2)
Aytaylik, ae (AU B)\ (A B) bo'lsin.
U holda
acs(AUB): ae A voki ae B
ag(ANB): ag A, ae B yoki ae A,a¢ B, yoki a¢ A,aec B

bo‘ladi. Bundan esa
ae A\ B yoki ae B\ A

bo‘lib, ae (A\ B)U(B\ A)
bo‘lishi kelib chigadi. Demak,
(AUB\N(ANB)c(A\B)U(B\ A). (%3]

(2) va (3) munosabatlardan (1) tenglikning o‘rinli bo‘lishi topiladi. P
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To'plamlar ustida bajariladigan amallarni bayon etishda to‘plam-
larning ganday tabiatli elementlardan tuzilganligiga e’tibor gilinmadi.

Aslida, keltirilgan amallar biror universal to‘plam deb ataluvchi
to‘plamning qismiy to‘plamlari ustida bajariladi deb garaladi. Masalan,
natural sonlar to‘plamlari ustida amallar bajariladigan bo‘lsa, universal
to‘plam sifatida barcha natural sonlardan iborat N to‘plamni olish
mumkin.

3°. Matematik belgilar. Matematikada tez-tez uchraydigan so‘z
va so‘z birikmalari o‘rmida maxsus belgilar ishlatiladi. Ulardan muhim-
larini keltiramiz:

1) «agar ... bo‘lsa, u holda ... bo'ladi» iborasi «=s» belgi orqgali
yoziladi;

2) ikki iboraning ekvivalentligi ushbu «=» belgi orqali yoziladi;

3) «har qanday», «ixtiyoriy», «barchasi uchun» so‘zlari o‘rniga
«V» belgi ishlatiladi;

4) «<mavjudki», «topiladiki» so‘zlari o‘rniga «3» mavjudlik belgisi
ishlatiladi,

Mashglar

1. Ushbu (AUBY\D=(A\D)U(B\ D)
tenglik isbotlansin.

2. Agar A va B chekli to*plamlar bo‘lib, ularning elementlari soni
mos ravishda n(A), n(B) bo'lsa,

n(AU B)=n(A)+n(B)-n(AN B)
bo‘lishi isbotlansin.
3. Agar A chekli to‘plam bo‘lib, uning elementlarining soni » ga
teng bo‘lsa, bu to‘plamning barcha gismiy to‘plamlari to‘plami F(A4)
ning elementlari soni 2" ga teng ekani isbotlansin.

2-ma’ruza
Akslantirishlar va ularning turlari

1°. Akslantirish tushunchasi. £ va F to‘plamlar berilgan bo‘lsin.
I-ta’rif. Agar E to‘plamdan olingan har bir x elementga biror f
goida yoki gonunga ko‘ra F to‘plamning bitta y elementi (ve F) mos
qo‘yilgan bo‘lsa, E ro ‘plamni F to‘plamga akslantirish berilgan deyiladi va
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/
f:E>F yoki x-y, (xe E, ye F)

kabi belgilanadi. Bunda E to‘plam fakslantirishning aniglanish to ‘plami
deyiladi.

1-misol. Ushbu N = {1.2.3,..bva N'={1. J. 1 .} to'plamlar
berilgan bo‘lsin.

1) har bir natural » (ne N) songa % (% = N') sonni mos go‘ysak,
unda

RRE S
f:N->N', n> 3

akslantirish hosil bo‘ladi. Uni f(n) = ]; kabi ham yoziladi.

Y 1 I ’ :
2) har bir natural » (ne N) songa = ( 5 € N) sonni mos
n

go‘ysak, unda
’ v
¢:N = N, n— 5

n

akslantirishga ega bo‘lamiz: ¢(n) = -

3) har bir natural # (ne N) songa 1 (le N') sonini mos go'yish
natijasida

gN > N', n i 1
akslantirish hosil bo‘ladi: g(z) = 1.
Aytaylik,
f:E—F
akslantirish berilgan bo‘lsin. xe £ elementga mos qo‘yilgan ye Felement
x ning aksi (obrazi) deyiladi va y = f(x) kabi belgilanadi.

Endi ye Felementni olaylik. £ to‘plamning shunday x elementlarini
garaymizki, f(x) = y bo'lsin. Bunday xe E elementlar ye £ ning asli
(proobrazi) deyiladi va f~'(y) kabi belgilanadi:

@) ={xe E| f(x)=y}.
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Agar A c E bo'lsa, ushbu
{/()|xe A}
to'plam A to‘plamning F dagi aksi deyiladi va f(A) kabi belgilanadi:
f(A)={f(x) X'€ A}.
Agar B c Fbo'lsa, ushbu
{xe E|f(x)e B}
to‘plam B 10 ‘plamning E dagi asli deyiladi va f~'(B) kabi belgilanadi:
' B)={xe E| f(x)e B}.
2- misol. Faraz qilaylik, N ={1,2.3,...,n,...} va M{—1, +1}
to‘plamlar berilgan bo‘lib, ushbu
f:N->M
akslantirish quyidagi
fn)=(-1)"
ko‘rinishda bo‘lsin. '
Ravshanki, 5e N ning aksi f(5) = —1; le M ning asli esa
(1) ={2, 4, 6, ...} bo'ladi. Shuningdek, 4 = {3, 4) ¢ N to‘plam-
ning aksi f(A)={-1, 1}=M; B={-1}c M to‘plamning asli esa
fB={l, 3,5, ..
bo‘ladi.

Faraz qilaylik, 4 va B to‘plamlar F to‘plamning gismiy to‘plam-
lari bo‘lsin: A c F, B c F. Unda

FANB) = AN (B) (1)
bo‘ladi.

4 Aytaylik, xe f'(ANB) bo'lsin. Unda f(x)e ANB
bo‘lib, f(x)e A va f(x)e B bo‘ladi. Keyingi munosabatlardan
Xe f1(A),xe f'(B) bo'lishi kelib chigadi. Demak,
xe 7' (A)N £ (B). Bundan esa

fHUANBY < AN (B) @)

bo'lishini topamiz.
11




Aytaylik, xe f (AN f(B) bo'lsin. Unda xe fY(A) va
xe f'(B) bo'lib, f(x)e A. f(x)e B bo'ladi. Natijasi

f(x)e AN B bo'lib. undan xe /' (4N B) bo‘lishini topamiz. Bu
esa
AN (B (AN B) 3)
bo‘lishini bildiradi.
(2) va (3) munosabatlardan (1) tenglikning o‘rinli bo‘lishi kelib
chigadi. »
Yuqoridagidek,

fAUB) = fAAUS(B),
f(AUB) = f(A)U f(B)

tengliklamming o‘rinli bo'lishi isbotlanadi.

2°, Akslantirishning turlari. Aytaylik,

S E-F 4)
akslantirish berilgan bo‘lib, f(E) esa E to‘plamning aksi bo'lsin:
J(E)={f(x)| xe E}.
2- ta’rif. Agar (4) akslantirishda

fLEYaF
bo‘lsa, (4) akslantirish £ to‘plamni F to‘plamning ichiga akslantirish
deyiladi.
Masalan.

N =il @ Nead. N’={l. X }

to‘plamlar uchun ushbu,

s
f:N> N, no 2
In

akslantirish /N to‘plamni N’ to‘plamning ichiga akslantirish bo‘ladi.
3- ta’rif. Agar (4) akslantirishda

f(E) =F

‘bo‘lsa, (4) akslantirish E to‘plamni F to ‘plamning ustiga akslantirish
(syuryektiv akslantirish) deyiladi.
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Masalan. Ni=4102, 3, b M={=114%

/
to‘plamlar uchun n—(-nH"
akslantirish N to‘plamni M to‘plamning ustiga akslantirish bo‘ladi.
4- ta’rif. Agar (4) ustiga akslantirish bo‘lib, bu akslantirish
E to‘plamning turli elementlarini F to‘plamning turli elementlariga
akslantirsa, (4) inyektiv akslantirish deyiladi.
5- ta’rif. Agar (4) ustiga akslantirish bo‘lib, u inyektiv akslantirsh
ham bo‘lsa, (4) o ‘zaro bir giymatli akslantirish (moslik) deyiladi.
Masalan,

L
N={l,23 .}, N _{1, 5 5 }

to‘plamlar uchun ushbu

- R
f:N—aN,n—-»a

akslantirish o‘zaro bir giymatli akslantirish bo'ladi.

6- ta’rif. [ : E — F akslantirish o'zaro bir giymatli akslantirish
bo'lsin. F to‘plamning har bir y, (ye F) elementiga £ to‘plamning
bitta x elementini (xe F) mos qo‘yadigan va

g =g(f(x)=x
munosabat bilan aniglanadigan
g:F->E
akslantirish f . E — F ga nisbatan teskari akslantirish deyiladi va
f7! kabi belgilanadi:
fY':E-F.

Demak, f : E — F ga teskari akslantirish mavjud bo‘lishi uchun:
a) fustiga akslantirish,
b) Fto‘plamdan olingan har bir y elementning £ to‘plamdagi asli

o =r'(fx)=x

~ yagona bo'lishi kerak.

3°. Ekvivalent to‘plamlar. Sanogli to‘plamlar. Ko‘p holda to‘p-
lamlarni ularning tashkil etgan elementlari soni bo‘yicha o‘zaro
solishtirishga to‘g‘ri keladi. Chekli to‘plamlar solishtirilganda bir
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to‘plamning elementlari soni ikkinchisidan ko‘p yoki kam, yoki ularning
elementlarining soni bir-biriga teng degan xulosaga kelinadi. Bu holda
elementlari soni ko'p bo‘lgan to‘plamni «quvvati» ko ‘prog deyish
mumKkin.

Cheksiz to‘plamlarni solishtirishda vaziyat boshgacharoq bo‘ladi.
Cheksiz to‘plamlar ekvivalentlik tushunchasi yordamida solishtiriladi.

7-ta’rif. Agar [ . E — F o‘zaro bir giymatli akslantirish (moslik)
bo‘lsa, £ va F ekvivalent to ‘plamiar deyiladi va E ~ F kabi belgilanadi.

Demak, E va F to‘plamlarning ekvivalentligi (£~ F) ularning
elementlari o‘zaro bir giymatli moslikda ekanligini bildiradi.

Masalan,

N={L2:349.)8 N=t2"&8 &, ..}

to‘plamlar uchun

n—f«>2n. (ne N, 2ne N|)
akslantirish o‘zaro bir givmatli. Binobarin,
N ~ N,

bo‘ladi. (Bu holda n & 2n kabi yoziladi).

Aytaylik, 4, B, D to'plamlar berilgan bo‘lsin, Unda

1) A~ A,

2) A~ B= B~ A,

DA~B, B-D=A~D
bo‘ladi. Bu xossalarning isboti yuqorida Kkeltirilgan ta’rifdan kelib
chigadi.

Ikki A va B to‘plam o'zaro ekvivalent bo‘isa, ularni bir xif quvvatli
to‘plamlar deb qaraladi.

Demak, quvvatni ekvivalent to‘plamlarning miqdoriy xarakteris-
tikasi sifatida tushunish mumkin.

Chekli to*plamlarning o‘zaro ekvivalentligi ularni tashkil etgan
elementlar sonining bir-biriga tengligini bildiradi.

Umuman, A va B chekli to‘plamlarning o‘zaro ekvivalent bo‘lishi
uchun ularning elementlari soni bir xil bo‘lishi zarur va yetarli:

A~ B < n(A)=n(B)
bunda n(G) — G to‘plamning elementlari soni.

8- ta’rif. Natural sonlar to‘plami N ga ekvivalent bo‘lgan har
qanday to‘plam sanogli to ‘plam deyiladi.
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Masalan, ushbu
Ny ={ 20806, 8L dn, ...},

N, ={1,8,27,64, .. .n,..},

N,,={],; B4

. 3. ey - g aus
to‘plamlar sanoqli to‘plamlar bo'ladi, chunki
ne2n, N~ N,;

nesn'. N~Ny:

no VNN
n

Natural sonlar to‘plami /N ga ekvivalent bo‘lgan barcha to‘plamlar
sanogli to‘plamlar sinfini tashkil etadi. Bu sinf to‘plamlarining quvvati
bir xil bo‘ladi.

Ravshanki,

Nyc N, Nye N, NyeN
bo‘ladi. Ayni paytda, yuqorida ko‘rdikki,
N-N, N-N,, N-N,.

Bunday vaziyat (to‘plamning gismi o‘ziga ekvivalent bo‘lishi)
fagat cheksiz to*plamlardagina sodir bo'ladi.

Matematik analiz kursida tayin £ va F to‘plamlar uchun akslan-
tirishlar f: E — F va ularning xossalari o‘rganiladi.

Dastavval yugoridagi to‘plamlar sifatida hagiqiy sonlar to‘plamini
olamiz va uning xossalarini o‘rganamiz.

Mashgqlar
1. Agar A={a, b}, B={a,pB,y} bo'lsa, 4 to‘plamning B to‘p-

lamga akslantirishlari soni 9 ga teng bo‘lishi isbotlansin.
2. Aytaylik, A sanogli to‘plam bo‘lib, x € 4 bo‘lsin. U holda

AU{x} ~ 4 bo‘lishi isbotlansin.
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J-ma’ruza
Hagqigqiy sonlar

Son tushunchasi uzoq o‘tmishdan ma’lum. Odamlar sanash
tagozosi bilan dastlab 1, 2, 3, ... — natural sonlarni go'llaganlar.
So‘ngra manfiy son, ratsional son va nihoyat, hagqiqiy son tushunchasi
kiritilgan va o‘rganilgan.

Biz o‘quvchiga o‘rta maktab, kollej va litseylarning matematika
kursidan natural, butun, ratsional sonlar, ular ustida bajariladigan
amallar, amallarning xossalari, shuningdek, ularning to‘g‘ri chizigda
(sonlar o‘qida) geometrik ifodalanishi ma’lum deb hisoblaymiz.

Hagigiy sonlarning matematik analiz kursida muhimligini e’tiborga
olib, ular haqidagi ma’lumotlarni talab darajasida bayon etamiz.

I”. Ratsional sonlar va cheksiz davriy o*nli kasrlar. Faraz gilaylik,

g biror musbat ratsional son bo‘lsin. Bo‘lish qoidasidan foydalanib
p butun sonni ¢ ga bo‘lamiz. Agar p ni ¢ ga bo‘lish jarayonida biror
gadamdan keyin goldiq nolga teng bo‘lsa, u holda bo‘lish jarayoni
to‘xtab, 'qp kasr o‘nli kasrga aylanadi. Odatda, bunday o‘nli kasr

chekli o*nli kasr deyiladi. Masalan, :—g kasrda 59 ni 40 ga bo‘lib, uni
1,475 bo‘lishini topamiz:

59

Aipe 1,475 .

Agar p ni g ga bo‘lish jarayoni cheksiz davom etsa, ma’lum
gadamdan keyin yuqorida aytilgan qoldiglardan biri yana bir marta
uchraydi, so‘ng undan oldingi ragamlar mos tartibda takrorlanadi.

Odatda, bunday kasr cheksiz davriy o‘nli kasr deyiladi. Takror-
lanadigan ragamlar (ragamlar birlashmasi) o‘nli kasrning davri bo‘ladi.

Masalan, % kasrda 1 ni 3 ga bo'lib, 0,333... bo'lishini topamiz:

b o0, 833,

Ushbu
0,383...,1,4777... , 2,131313...
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kasrlar cheksiz davriy o'nli kasrlardir. Ularning davri mos ravishda 3,
7, 13 bo‘ladi va bu cheksiz davriy o‘nli kasrlar quyidagicha
0,(3), 1,4(7), 2,(13)
yoziladi,
0,(3) = 0,333...
1,4(7) = 1,4777...
2,013 =2.131313...
Shuni ta’kidlaymizki, davri 9 ga teng bo‘lgan cheksiz davriy o‘nli
kasrni chekli o‘nli kasr qilib yoziladi. Masalan,
0,4999... = 0,4(9) = 0,5,
2,71999... = 2,7T1{(9) = 2,72.
Har ganday chekli o‘nli kasrni nollar bilan davom ettirib cheksiz
davriy o‘nli kasr ko‘rinishida yozish mumkin. Masalan,
1.4 = 1.4000... = 1.4(0).
0,75 = 0,75000... = 0,75(0).

Demak, har ganday s ratsional son cheksiz davriy o‘nli kasr

ko'‘rinishida ifodalanadi. Aksincha, har ganday cheksiz davriy o‘nli

kasrni £ ko‘rinishida yozish mumkin.
Masalan, ushbu
0.(3) =0,333..., 7,31(06) =7.31060606...
cheksiz davriy o‘nli kasrlarni qaraylik. Avvalo ularni
3 3

3
0’(3)=0+ﬁ+1?+]_03 ey

3 1 6 6
7,31(06) =7 + {5+ tor + 50 + 105

ko‘rinishda yozib, so‘ng cheksiz kamayuvchi geometrik progressiya
yig‘indisi formulasidan foydalanib topamiz:

3
o 10 e 3,10 ]
0,(3) = 0, 333. = ;___1__ = 0 9 3 5

10
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Demak, ixtiyoriy ratsional son cheksiz davriy o‘nli kasr orqgali va
aksincha, ixtiyoriy cheksiz davriy o‘nli kasr ratsional son orqali
ifodalanadi.

2°. Hagqiqiy son tushunchasi. Cheksiz davriy bo‘lmagan o‘nli
kasrlar ham bo'ladi. Bu kesmalarni o‘Ichash jarayonida yuzaga kelishini
ko‘rsatamiz.

Faraz qilaylik, biror J kesma hamda o‘Ichov birligi, masalan,
metr berilgan bo'lsin. J kesmaning uzunligini hisoblash talab etilsin.

Aytaylik, | metr J kesmada 5 marta butun joylashib, kesmaning
J, gismi ortib qgolsin. Ravshanki J, ning uzunligi 1 metrdan kam
bo‘ladi. Bu holda J kesmaning uzunligini taxminan 5 m ga teng deb
olish mumkin:

J uzunligi = § m.

Agar bu aniqlik yetarli bo‘Imasa, o‘Ichov birligining 1!0- gismini,

ya'ni 1 dm ni olib, uni J; kesmaga joylashtiramiz. Aytaylik, 1 dm J,

kesmada 7 marta butunlay joylashib, J, kesmaning J, gismi ortib

golsin. Bunda J; ning uzunligi 1 dm dan kichik bo‘ladi. Bu holda

J kesmaning uzunligi taxminan 5,7 m ga teng deb olinishi mumkin:
J uzunligi = 5,7 m.

Bu jarayonni davom ettira borish natijasida ikki holga duch kelamiz:
1) biror gadamdan keyin, masalan, n+1 gadamdan keyin o‘Ichov

birligining o gismi J, kesmaga o, marta butunlay joylashadi. Bu
holda ofIchov jarayoni to‘xtatilib,

Juzunligi =5,7 ... «
'.'__"U'___’

n ta Tagam
bo‘lishi topiladi.
2) o‘Ichash jarayoni to‘xtovsiz davom (cheksiz davom) etadi. Bu
holda J kesmaning uzunligining aniq giymati deb ushbu
18

8, T.w; 0

cheksiz o‘nli kasr olinadi:
J uzunligi = 5,7..., «,,, ...
Aytaylik, tog'ri chizigda biror O nugta (koordinata boshi) hamda

o‘lchov birligi tayinlangan bo'lsin. U holda O nuqtat_i_aq o‘ngdg
joylashgan har bir P nugtaga, OP kesmani o‘lchash natijasida hosil

bo‘lgan ushbu o, 040, ..o, ... cheksiz o‘nli kasrni mos qo‘yish
mumkin. Bunda

age NU{OL o, {0, 1,2, 3, 4,5 6,7, 8 9% nzl.

Bu moslik o‘zaro bir giymatli moslik bo‘ladi. Ravshanki, yuqo-
ridagi cheksiz o‘nli kasrlar orasida cheksiz davriy o‘nli kasrlar bo‘lib,
ular manfiy bo‘lmagan ratsional sonlar bo‘ladi. qolgan kasrlar esa
ratsional sonlar bo‘lmaydi.

]- 'ﬂ’rl-f; Ubhbu (1“. 0‘.|(.12..‘U",,,
ko'rinishidagi cheksiz o‘nli kasr manfiy bo Imagan hagigiy son deyiladi,
bunda o, € NU{0},0,e{0, 1, 2, 3, 4,5 6,7, 8, 9}, n21.

Agar 3n20; a, > 0 bo‘lsa, u musbat hagigiy son deyiladi.

Manfiy haqiqiy sonning «—» ishora bilan olingani musbat haqiqiy
son sifatida ta’riflanadi.

Barcha haqiqiy sonlardan iborat to‘plam R bilan belgilanadi.

Barcha natural sonlar to‘plami N, ratsional sonlar to‘plami Q,

haqgigiy sonlar to‘plami R uchun N < Q R bo‘ladi.
2- ta’rif. Ushbu R\Q
to‘plam elementi (son) irratsional son deyiladi.

Biz yuqorida, davri «9» ga teng bo‘lgan cheksiz davriy o'nli
kasrni chekli o‘nli kasr qilib olinishini aytgan edik. Buning ogibatida

bitta son ikki ko‘rinishga, masalan, 5 soni

1 s
5 =0,5000... 5=0,4999...

korinishlarga ega bo‘lib qoladi.




Umuman, o,. . 05, .... o, (o, # 0) ratsional son ushbu
l) an, Qt| " (13. ceny (0‘." e 1)999..-.

2) oy, ¢, Oy, ...y 0, 000.... kabi ko'rinishlarda yozilishi mumkin.
Hagiqiy sonlarni solishtirishda ratsional sonning 1- ko‘rinishidan foy-
dalanamiz.

Ikkita manfiy bo‘lmagan

L TR YIS e

B= 1 Byt
haqiqiy sonlar berilgan bo‘lsin.

3-ta’rif. Agar Vvn20 da o, =B,, ya'ni

o =Bp, & =B, o, =B, ..., @, =B,, ...

bo‘lsa, @ va b sonlar teng deyiladi va @ = b kabi yoziladi.
4-ta’rif. Agar

o =Py, & =B. "0, =By s 0 =B, -

tengliklarning hech bo‘lmaganda bittasi bajarilmasa va birinchi
bajarilmagan tenglik » = k da sodir bo‘lsa, u holda:

o, > B, bo‘lganda a soni b sonidan karta deyiladi va a> b kabi
belgilanadi.

o, < B, bo‘lganda a soni b sonidan kichik deyiladi va a < b kabi
belgilanadi.

Aytaylik, to‘g'ri chiziq, unda tayin olingan O nuqta (koordinata
boshi) va o‘lchov birligi berilgan bo‘lsin.

Hagqigiy sonlar to‘plami R bilan to‘g‘ri chiziq nuqtalari orasida
bir qiymatli moslik o‘rnatish mumkin:

O nugtadan o‘ngda joylashgan P nuqtaga OP kesmaning uzunligiga
teng x soni mos go‘yiladi (x son P nugtaning koordinatasi deyiladi);

O nugtadan charda joylashgan Q nugtaga QO kesmaning uzun-
ligiga teng x sonining minus ishorasi bilan olingan —x soni mos go‘yiladi;

O nuqtaga nol soni mos qo‘yiladi.

Arximed aksiomasi. Ixtiyoriy chekli haqigiy @ soni uchun shunday
natural m soni topiladiki,

m>a

bo‘ladi.
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<« Aytaylik,

@ = Oy OOy s i e > 0
bo'lsin. m =0, +1, me N deb olinsa, unda 3- ta'rifga binoan @ < m

bo'ladi. P _ o ‘
Kurs davomida tez-tez uchrab turadigan haqigiy sonlar to plam-

larini keltiramiz.
Aytaylik, ae R, be R, a<b bo'lsin:

[a,b] = {x € R|a<x<b} — segment deyiladi,
(a.b) = {xe R|a<x<b) — interval deyiladi,
[a,b) ={xe R|a < x<b} — yarim interval deyiladi,
(a,b] = {xe R|a<x <b} — yarim interval deyiladi.

Bunda @ va b sonlar [a,b], (a,b). la,b), (a,b] larning chega-

ralari deyiladi.
Shuningdek,
[a,+<)={xe R| x 2a},,
(-e,a)={xe R| x<a},,
(=o0,00) = R
deb garaymiz.

Faraz gilaylik, a va b ixtiyoriy haqgigiy sonlar bo‘lib, a < b bo‘lsin.

U holda
(a,b)2@

bo‘ladi.

< Hagigatan ham,

a = oy, 0y 0y..0.. 2 0,
b= Bo’Blﬂz Bn
bo‘lib, m = 0 uchun .
oy =PBos & =PyseOpy =Py VA &y <P,

bo‘lsin. Agar k natural son m dan katta sonlar ichida eng kichigi
(o < 9) bo‘lsa, unda
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F =0l 00l .0y Oy - (0 +1)

ratsional son uchun a < r < b bo‘ladi. Demak, (a.b) = @. P

Mashqlar

1. Ushbu x* = 3 tenglikni ganoatlantiruvchi ratsional sonning
mavjud emasligi isbotlansin.

2. Agar re Q,ae R\ Q bo'lsa, oo+ re R\ Q bo'lishi ko‘rsatilsin.

3. Yae R,Vbe R, Vce R sonlari uchun

a>b,b>c=a>c
bo‘lishi isbotlansin.

4- ma’ruza
Hagqiqiy sonlar to‘plamining chegaralari

Haqiqgiy sonlar to‘plamining chegaralanganligi, to‘plamning aniq
chegaralari tushunchalari matematik analiz kursida muhim rol o‘ynaydi.
1°. Sonlar to‘plamining aniq chegaralari. Biror £c R to'plam
berilgan bo‘lsin.
I-ta’rif. Agar E to‘plamning shunday x; elementi (x,€ E)
topilsaki, to‘plamning ixtiyoriy elementlari uchun
X< X
tengsizlik bajarilsa, ya’ni
dx, e E, Vxe E: x<x,
bo‘lsa, x, soni E to‘plamning eng katta elementi deyiladi va
Xy = maxf
kabi belgilanadi.
2- ta’rif. Agar E to‘plamning shunday x, elementi (x, € E) topil-
saki, to‘plamning ixtiyvoriy elementlari uchun
X 2 X
tengsizlik bajarilsa, ya’ni
Ixge E, Vxe E: x2x,
bo‘lsa, x, soni to‘plamning eng kichik elementi deyiladi va
22

Xy = mink
kabi belgilanadi. Masalan,

1] i B
max{l, 3030 }— I
Mingl, 2, 3, oy My} =1
bo‘ladi. .
3- ta’rif. Agar shunday M soni (M e R) topilsaki, £ to‘plamning
ixtiyoriy elementlari uchun
xX<M
tengsizlik bajarilsa, ya'ni .
IMe R, Vxe E: x<M

bo'lsa, E to‘plam yugqoridan chegaralangan deyiladi, M soni to‘p-
lamning yugqori chegarasi deyiladi.

4- ta’rif. Agar shunday m soni topilsaki (m € R), E to‘plamning
ixtiyoriy x elementlari uchun

xzm
tengsizlik bajarilsa, ya'ni
dme R, Vxe E. x2m
bo'lsa, E to‘plam quyidan chegaralangan deyiladi, m soni to‘plamning
quyi chegarasi deyiladi.

Ravshanki, to‘plam yugoridan chegaralangan bo‘lsa, uning yugori
chegaralari cheksiz ko‘p, shuningdek, quyidan chegaralangan bo'lsa,
uning quyi chegaralari cheksiz ko‘p bo'ladi.

5= ta’rif. Agar E c Rto‘plam ham quyidan, ham yuqoridan chega-
ralangan bo‘lsa, E chegaralangan to ‘plam deyiladi.

6~ ta’rif. Agar ixtiyoriy M soni (M e R) olinganda ham shunday
X elementi (x; € E) topilsaki,

Xx>M
tengsizlik bajarilsa, ya’ni
VMeR, 3xe E: x> M
bo‘lsa, to‘plam yugoridan chegaralanmagan deyiladi.

7-ta’rif. Agar ixtiyoriy m soni (me R) olinganda ham shunday
X, elementi (x, e F) topilsaki,

Xy < m

23




tengsizlik bajarilsa, ya’ni
Vme R, 3x,e E: x, <m
bo'lsa, to‘plam quyidan chegaralanmagan deyiladi.
Masalan,
1) E, ={...,-2,-1,0} to‘plam yugoridan chegaralangan;

2) E, ={1,2,3,..} to‘plam quyidan chegaralangan;

3) E ={I, % % } to‘plam chegaralangan;

4) E, ={xe R|x > 0} to‘plam yuqoridan chegaralanmagan;

5) Es ={x e R|x < 0} to‘plam quyidan chegaralanmagan bo‘ladi.

Endi sonlar to‘plamining aniq yugori hamda aniq quyi chegaralari
tushunchalarini keltiramiz.

Aytaylik, £ c R to'plam va a € R soni berilgan bo‘lsin.

&- ta’rif. Agar

1) a soni E to‘plamning yuqori chegarasi bo‘lsa,

2) E to‘plamning ixtiyoriy yuqori chegarasi M uchun a<s M
tengsizlik bajarilsa, @ soni £ to‘plamning anig yuqori chegarasi deyi-
ladi va supE kabi belgilanadi:

= supk.

Demak, £ to‘plamning aniq yuqori chegarasi, uning yugori chega-
ralari orasida eng kichigi bo‘ladi.

9- ta’rif. Faraz qilaylik, Ec R to‘plam va be R soni berilgan
bo‘lsin. Agar

1) b son E to‘plamning quyi chegarasi bo‘lsa,

2) E to‘plamning ixtiyoriy quyi chegarasi m uchun b > m tengsizlik
bajarilsa, b soni E to‘plamning anig quyi chegarasi deyiladi va infE
kabi belgilanadi:

b = infE.

Demak, £to‘plamning aniq quyi chegarasi, uning quyi chegaralari
orasida eng kattasi bo‘ladi.

«sup» va «infolar lotincha «supremum» va <«infimum» so‘zlaridan
olingan bo‘lib, ular mos ravishda eng yugori, eng quyi degan ma’no-
larni anglatadi.
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1- teorema. Faraz qilaylik. £c R to‘plam va a € R soni berilgan
bo'lsin. @ soni E to‘plamning aniq yuqori chegarasi bo‘lishi uchun

1) a soni E to‘plamning yugori c}}egarasi, .

2) a sonidan kichik bo‘lgan ixtiyoriy a (o < a) uchu_n' E to plamda
x > o tengsizlikni ganoatlantiruvchi x sonining topilishi zarur va
yetarli.

o Zarurligi. Aytaylik,

a = supk
bo‘lsin. 8- ta'rifga binoan:

1) ¥xe £ uchun X <a, ya'ni a soni E to‘plamning yugori
chegarasi; e T _

2) a soni yuqori chegaralar orasida eng kichigi. Binobarin, a dan
kichik e soni uchun x > o bo‘lgan x € E soni topiladi.

Yetarliligi. Teoremaning ikkala sharti bajarilsin. Bu holda, rav-
shanki, o < a shartni ganoatlantiruvchi har ganday o soni £ to‘plam—_
ning yuqori chegarasi bo‘lolmaydi. Demak, a — to‘plamning yugori
chegaralari orasida eng kichigi. Unda ta’rifga ko‘ra

a = supk
bo'ladi. » ‘

Xuddi shunga o‘xshash quyidagi teorema isbotlanadi.

2- teorema. Faraz gilaylik, £c R to‘plam va b€ R soni berilgan
bo‘lsin. b soni E to‘plamning aniq quyi chegarasi bo‘lishi uchun:

1) b soni E to‘plamning quyi chegarasi,

2) b sonidan katta bo‘lgan ixtiyoriy p (B > b) uchun £ _to‘plamda
x < B tengsizlikni ganoatlantiruvchi x sonining topilishi zarur va

- yetarli.

Eslatma. Agar Ec R to‘plam yugoridan chegaralanmagan
bo‘lsa, u holda

supk = oo,
quyidan chegaralanmagan bo‘lsa, u holda
infE = —o

deb olinadi.
2°. Aniq chegaralarning mavjudligi. Aytaylik,
O = Oty y Oy Oty o @l e
musbat hagiqiy son bo‘lsin, bunda
o e NU{0}, o, e N, =1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, n=21.
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Ushbu
oy (v 5 o,

A =0, 00 ...00 =0y + -~ +—= + ...+ 2
n 02129 n oy 10 IOI lo"s

o oy o, +1
b =0, 00...(0, +1) =0 + ) + — +oet
n 1] 12 ( " ) ] IO ]02 I{J"

ratsional sonlar uchun
a, <a<b,

bo‘ladi.

Demak, ixtiyoriy hagiqgiy son olinganda shunday ikkita ratsional
son topiladiki, ulardan biri shu haqiqiy sondan kichik yoki teng,
ikkinchisi esa katta bo‘ladi.

Endi sonlar to‘plamining aniq chegaralarining mavjudligi hagidagi
teoremalami keltiramiz.

3- teorema. Agar bo‘sh bo‘lmagan to‘plam yuqoridan chegara-
langan bo‘lsa, uning aniq yugori chegarasi mavjud bo‘ladi.

Bu teoremani

Ec|0,+e), EzO

to‘plam uchun isbotlaymiz.
4 E to‘plam yuqoridan chegaralangan bo‘lsin:

IMe R, Vxe £: x< M.

Arximed aksiomasini e’tiborga olib, M e N deyish mumkin.
Endi E to‘plam .

o =0y,000,..., (ae E)

elementlarining butun gismlaridan, ya'ni ¢, laridan iborat to‘plamni
F, deylik:

£ ={oy € NU{O}], @ = oy, y@y... € E}.

Bu to‘plam ham yuqoridan M soni bilan chegaralangan va F, # @.
Ravshanki, £, < N U{0}. Bundan F, to‘plamning chekli ekanligini topa-
miz. Demak, £, to‘plamning eng katta elementi mavjud. Uni ¢, deylik:

max f =c¢,. (D

E to*plamning Coyr 00y ..
ko‘rinishdagi barcha elementlaridan iborat to‘plamni £; deb olamiz:
26

—w‘

Ey ={¢y.040,...€ E}
Ravshanki, £, c £, E, » @. Endi E, to'plam
Cos 00y ...
elementlarining o, laridan iborat to‘plamni olib, uni F, deylik:
B ={oy e (0,1, 2,.., 9} | ¢y 0404....€ Ey}:
Bu chekli to‘plam bo‘lib, F # @ bo‘ladi. Shuning uchun uning
eng katta elementi mavjud. Uni ¢, deb olamiz:
max F, =¢. (2)
E, to‘plamning €565 05 0.
ko‘rinishdagi barcha elementlaridan iborat to‘plamni £, deb olamiz;
E, ={c,qe00;,...€ Ey}.
Ravshanki, £, c £, E, » 0.
Endi £, to‘plam €+ C 0505 ...
elementlarining o, laridan iborat to‘plamni olib, uni £, deylik:
F={o,e{0,1,2,..,9 ¢, 05... € E)
Bu to‘plam ham chekliva F, # @ bo'lib, uning eng katta elementi
mavjud:
max F;, =¢,. (3
£, to‘plamning Co»C 005 ...
ko‘rinishdagi barcha elementlaridan iborat to‘plamni E, deb olamiz:
E, ={¢;,c,6,04...€ E,}.
Bu jarayonni davom ettira borish natijasida

1 a=CD,CIC2...C,,...
haqiqiy son hosil bo‘ladi.

E.n.d: E to‘plam va bu g son uchun 1- teorema ikkala shartining
bajarilishini ko*rsatamiz:

1) Yugoridagi (1) munosabatga ko‘ra Vo, ¢,0,0;5...€ E uchun
% < ¢, bo‘ladi.
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Agar o, < ¢, bo‘lsa, u holda «,,o,0,... < a bo'ladi.

Agar o, = ¢, bo‘lsa, u holda ¢,,0,a,...e E, bo‘lib, (2) munosa-
batga ko‘ra @, < ¢, bo'ladi.

Agar o, < ¢, bo‘lsa, u holda «,,00q,;... <a bo'ladi.

Agar o, = ¢, bo‘lsa, u holda c¢,,0,0,...€ E; bo‘lib, (3) muno-
sabatga ko'ra o, < ¢, bo'ladi.

Bu jarayonni davom ettirish natijasida ikki holga duch kelamiz:

a) shunday # > 0 topiladiki,

Oy =€y 0y =Cpses Oy =Cpys O, <C,

bo‘lib, oy, 0,... <a bo‘ladi.

b) ixtiyoriy n 2 0 da o, = ¢, bo'lib, a,,040,...=a bo‘ladi.

Demak, har doim o, ,0,... < 4 munosabat o‘rinli bo‘ladi;
2) a sondan kichik bo‘lgan ixtivoriy

B= Bn-ﬁ;ﬁz Bn
hagiqgiy sonni olaylik:
B BB, B, ... <G, 00
U holda shunday »n = 0 topiladiki,

Bo =¢cos By =65 o B =0y By <0y
bo‘ladi. Shuni e’tiborga olib, Vxe E, < E uchun
x > By, BB By -

bo‘lishini topamiz.

Shunday qilib, teoremada keltirilgan E to‘plam va a soni uchun
[- teorema ikkala shartining bajarilishi ko‘rsatildi. Unda [- teoremaga
muvofiq to‘plamning aniq yuqori chegarasi mavjud va

a = supkE

bo‘lishi kelib chigadi. W

Xuddi shunga o‘xshash quyidagi teorema isbotlanadi.

4- teorema. Agar bo‘sh bo‘Imagan to‘plam quyidan chegaralangan
bo‘lsa, uning aniq quyi chegarasi mavjud bo‘ladi.

Eslatma. To'plamning aniq quyi hamda aniq yuqori chegaralari
shu to‘plamga tegishli bo‘lishi ham mumkin, tegishli bo‘Imasligi ham
mumkin.
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Mashgqlar

1. Agar A va B to'plamlar (4 ¢ R, B < R) chegaralangan bo'lib,
A c B bolsa,
supA <sup B, inf A 2inf B
bo‘lishi isbotlansin.
2.AgarVxe A (A< R)uchun x <o (ce R) bolsa, sup A <«
bo'lishi isbotlansin.

5-ma’ruza
Hagqiqiy sonlar ustida amallar

1°. Ikki haqiqiy sonlar yig‘indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi va nisbati.
Avval aytganimizdek, ratsiona) sonlar ustida, xususan, chekli o‘nli
kasrlar ustida bajariladigan amallar va ulammg xossalari ma’lum deb
hisoblaymiz.

Aytaylik, ikkita musbat

a= C:Ln.()ilaz...o.n...

b= ﬁnsﬂlﬂz---ﬁn---
hagiqiy sonlar berilgan bo‘lsin. Unda n > 0 bo‘lganda ushbu

a, =a,,a,a,...a, =4, R LRy
n 0 1%2- + 10 10 ¥ 10" 3
|
a =a,aa..(a +1)=a +a‘_+__+ an+
0 13 ( n ) 0 102 10”
ratsional sonlar uchun
a, <asal, (1)
shuningdek,
=R, = 2By b
= Bo.BiBy - B, =By + 102 g 10"’
b' = gl = _J _B_2_ ‘B"+i
n Bl}’ﬁlﬂz '(Bn +I) ﬁg+10+101 + ..+ 10"
ratsional sonlar uchun
Bt b, <bsb; (1)
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Endi (1) va (2) tengsizliklarni ganoatlantiruvchi ratsional sonlarning
vig'indisi @, + b, lardan iborat {4, + b,} to'plamni qaraymiz. Rav-
shanki, bu to‘plam yugoridan chegaralangan. Unda 4- ma’ruzadagi
3- teoremaga ko‘ra { a, + b, } to‘plamning aniq yugori chegarasi mav-
jud bo‘ladi.

I- ta’rif. { a, + b} to‘plamning aniq yuqori chegarasi a va b hagigiy
sonlar yigindisi deyiladi va a + b kabi belgilanadi:

a+b=supla, +b,}

n20

(1) va (2) tengsizliklarni ganoatlantiruvchi ratsional sonlarning
ko‘paytmasi a, - b, lardan iborat {a, - b,} to‘plamni qaraymiz. Bu
to‘plam yugoridan chegaralangan bo‘ladi. Shuning uchun uning aniq
yugori chegarasi mavjud bo‘ladi.

2- ta’rif. { a, - b} to*plamning aniq yuqori chegarasi a va b haqigiy
sonlar ko ‘paytmasi deyiladi va a - 6 kabi belgilanadi:

a-b=supia, -b,}.

nz0

(1) va (2) tengsizliklarni ganoatlantiruvchi ratsional sonlarning

‘;—t nisbatidan iborat {‘;

n

} to‘plam yugoridan chegaralangan bo‘ladi.

3- ta’rif. {%}} to‘plamning aniq yuqori chegarasi a sonining b

soniga nisbati deyiladi va % kabi belgilanadi:

a a
— =5H =z, 8
g nznp{b;}

Aytaylik a va b musbat hagigiy sonlar bo‘lib, @ > b bo‘lsin.
4- ta’rif. {a, - b,} to‘plamning aniq yuqori chegarasi a sonidan
b sonining ayirmasi deyiladi va a — b kabi belgilanadi:

a—b=supla, - b;}.
nz0
Eslatma. 1) Haqgiqiy sonlar ustida bajariladigan qo‘shish,
ko‘paytirish, ayirish va bo‘lish amallarini to‘plamning aniq quyi
chegarasi orqgali ham ta’riflash mumkin.
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Masalan, a va b haqiqiy sonlar yig‘indisi quyidagicha ta’riflanadi:
a+b= inft;{a:+b:},
ne
Haqiqiy sonlarda, yuqgorida kiritilgan amallar o‘rta maktab mate-
matika Kursida o‘rganilgan amallarning barcha xossalariga ega.
2°. Haqiqiy sonning darajasi. Avval haqiqiy sonning 0- hamda
n- darajalari (re N) quyidagicha
a’ =1,
a"=a-a-..-a, (ne N)
n Ta
aniglanishini ta’kidlaymiz.
Teorema (isbotsiz). Faraz qilaylik, a > 0 va ne N bo‘lsin. U holda
shunday yagona musbat x soni topiladiki,

=g
bo‘ladi.
5- ta’rif. Musbat haqiqiy a sonining n darajali ildizi deb, ushbu
X=a

tenglikni ganoatlantiruvchi yagona x soniga aytiladi va
|
X=a=aq"
kabi belgilanadi.
Aytaylik, 2 musbat haqiqiy son, r esa musbat ratsional son bo‘lsin:

m
a>0, r=—, mneN.
n

Bu holda a sonining r- darajasi quyidagicha
1
a =(a")
kabi aniglanadi.
6- ta’rif. Faraz qilaylik, a > [, » > 0 hagqiqiy sonlar berilgan
bo‘lsin, @ sonining b- darajasi deb ushbu {a* } to‘plamning aniq
Yuqori chegarasiga aytiladi:

a® = sup{a® |, bunda b, =By, By, Bys By b=Fh, By BBy

3% Hagqiqiy sonning absolut giymati. Aytaylik, xe R son berilgan
bo‘lsin. Ushbu i i *
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x| = x, agar x20 bo'lsa,
" )-x, agar x <0 bo'lsa
miqgdor x sonining absolut giymati deyiladi.
Haqiqiy sonning absolut giymati quyidagi xossalarga ega:
1) x e Rson uchun
x| 20, |x|=|-x|, x<|x
munosabatlar o‘rinli.

, =X <|x|

2 xl<ae-—a<x<a,
x|sae -asx<a, (a>0).
3) x e R, y € R sonlar uchun

X +y| < |x| + ],
x = y| 2 x| -y,
b=yl = (x| |y,
x| _ ¢

= =0
e (y#0)

bo‘ladi.

Bu xossalarning isboti bevosita sonning absolut giymati ta’rifidan
kelib chigadi. Ulardan birini, masalan, |x + y|<|x|+|y| bo‘lishini
isbotlaymiz.

4 Aytaylik, x + y > 0 bo‘lsin. Unda |x+y|=x+y bo‘ladi.

x < x|, ¥ <|y| bo‘lishini e'tiborga olib topamiz:
b +y|=x+y <|x|+]y].

Endi x + y < 0 bo‘lsin.

U holda [x + y| = —(x + ) = (-x) + (-y) boladi. —x <, -y <y
bo‘lishini e’tiborga olib topamiz:

X+ =(=x)+(=p) <|x|+]y]. »
1- misol. Ushbu
Bx 1] < [2x = 1|+ x| A3)

tengsizlik x ning qanday giymatlarida o‘rinli bo‘ladi?
32
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<« Sonning absolut giymati xossasidan foydalanib topamiz:
Bx-1=|2x-D+x|<2x -1+ x|.
Demak, (3) tengsizlik ixtiyoriy x € R uchun o‘rinli bo'ladi. P
Barcha manfiy bo‘lmagan haqigiy sonlar to‘plamini R, bilan
belgilaylik. Ravshanki, R, c R.
Har bir x € R hagqiqiy songa uning absolut giymati [ x| ni mos
go‘yish bilan ushbu
fix=>xl (f:R-R)
akslantirishga ega bo‘lamiz.
Demak, hagigiy sonning absolut giymati R to‘plamni R, to‘plam-
ga akslantirish deb garalishi mumkin.
Ixtiyoriy x € R, y € R sonlarni olaylik. Ushbu
|x =yl
miqdor x va y nugtalar orasidagi masofa deyiladi va d(x, y) kabi
belgilanadi:
d(x,y)=x -yl
Masofa quyidagi xossalarga ega:
1) dix,y)20 va d(x,y)=0 x=y;
2) d(x,y)=d(y,x),
3) d(x,z) <d(x,y)+d(y,z), (z€ R).
4°. Bernulli tengsizligi. Nyuton binomi formulasi. Ixtiyoriy x > —1
(x € R) hamda ixtiyoriy n € N uchun ushbu
(1+x)" 21+nx 4)
tengsizlik o'rinli.
<« Bu tengsizlikni matematik induksiya usuli yordamida isbotlaymiz.
Ravshanki, n = 1 da (4) tengsizlik (tasdiq) o‘rinli bo‘ladi:
l+x=1+x
Endi n € N da (4) munosabat o‘rinli deb, uni # + 1 uchun ham
o‘rinli bo‘lishini ko‘rsatamiz. (4) tengsizlikning har ikki tomonini
I+x ga ko‘paytirib topamiz:
A+x)" 20+m)-Q+x)=1+(n+Dx+m 21+(n+)x
©  Matematik induksiya usuliga binoan (4) munosabat ixtiyoriy ne N
- uchun orinli bo‘ladi. P
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(4) tengsizlik Bernulli tengsizligi deyiladi.
Endi Nyuton binomi formulasini keltiramiz.
Ma'lumki, ae R, be Rda

(@+b) =a* +2ab+ b2,

(a+b) =a® +3a’b+3ab® + b’
bo‘ladi. Umuman, ixtiyoriy n € N da

(@a+b)y" =C?.a" +Cla"™ b+..+Ck g™ bt + ..+

+C;lab" +.Cy - b" =) Cra"* b (5)
k=0
bo‘ladi, bunda
C’ =1
i B Lt 2L L T O T T S 1,

k!
(5) tenglik ham matematik induksiya usuli yordamida isbotlanadi.

« Ravshanki, n=1 da C} -a+C] -b=a+b. Demak, bu holda

(5) tenglik o‘rinli. Endi (5) tenglik » uchun o‘rinli bo‘lsin deb, uni
n+1 uchun ham o‘rinli bo'lishini ko‘rsatamiz. (5) tenglikning har
ikki tomonini a+b ga ko‘paytirib topamiz:
n
(a+ b)ml - aml + Z(C: +C:_l ) aml—k _bk 7 bn+l'
k=1

Ravshanki,
k 3 n(n-1)..(n-(k=2))
Co e T e e e Y
_ n(reD)((neD)-1).. (1) —(k-1)) ck
= k! s T

Demak,

g™k | pk

n+l

" n+l
(a+ b)m'l - am] +EC:+E _an+luk -bk + bm-l =Z Ck
k=1 k=0

bo‘ladi. Bu esa (5) tenglik #+1 bo‘lganda ham bajarilishini ko‘rsatadi p
Odatda, (5) tenglik Nyuton binomi formulasi deyiladi.

34

w

5°. Ichma-ich joylashgan segmentlar prinsiri. Ma’lumki, ushbu
{xe R: a<x<b}=[a,b]
to‘Pfy‘;;;;iTTz:‘dgﬁ 3:1:22:,! 'b'zl segmentlar berilgan bo‘lsin. Agar
la.b1clay, b |

bo'lsa, [a,, b,] segment |a,, b,| segmentning ichiga joylashgan deyiladi.
Bu holda @ <a, <b, < b bo'ladi.

7- ta’rif. Agar

la,b]), lay.b,], -, la,.b,], - (6)
segmentlar ketma-ketligi quyidagi
' la, 812 (@015 .. 2 [a,.b,] 5 ..

munosabatda, ya’ni Yne N da

- la, 6,12 lG,.,b,, ]
bo'lsa, (6) ichma-ich joylashgan segmentlar ketma-ketligi deyiladi.

Teorema. Aytaylik,

la,. 51, lay. b1 ....1a,.b,], ...

segmentlar ketma-ketligi quyidagi shartlarni bajarsin:

1) Vne N: la,. 5,12 1a,,.6,4];

2) Ve>0, 3nge N, n>ny. b, —a, <e bo'lsin.
U holda shunday ¢ € R mavjud bo‘ladiki, c € [a,,b,], (n=1,2,3,...)
bo‘lib, bunday ¢ yagona bo‘ladi.

4 Teoremada qgaralayotgan segmentlar ketma-Kketligi ichma-ich

joylashgan segmentlar ketma-ketligi bo‘ladi. Ravshanki, bu holda
ushbu

al Saz £a3 S--.San (bﬂ. Sbﬂ—l S.Sb2 Sbl

munosabat bajariladi.

Endi g, a,, ..., a, sonlaridan tashkil topgan

E={a,0,..a}

to'plamni garaymiz. Bu to‘plamning yugoridan chegaralanganligini
ko‘rsatamiz.

Ixtiyoriy natural m sonini olib, uni tayinlaymiz.

,Agarn< mbolsa, [a,,, b, | < la,, b,| bo'lib, a, < a, <b, <b,,
yani g, < b, bo'ladi.
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Agar n>mbo'lsa, [a,, b,] < |a,, b, ] bo'lib, a,<a,<b <bh,,
ya'ni a, < b, bo‘ladi.
Aniq yuqori chegara haqidagi teoremaga ko‘ra
SupE=c (ce R)
mavjud bo‘ladi.
To'plamning aniq yuqgori chegarasi ta’rifiga binoan
Vhn< Ndaa,<c vaVm< Ndac< b, boladi.
Demak,
Vn< Ndace [a, b,
Agar shu nuqtadan farqli va barcha segmentlarga tegishli
¢'(c"ela,,b,], Yvne N) mavjud deb qaraladigan bo‘lsa, unda
b,-a,2lc-¢|>0
bo‘lib, bu teoremaning 2- shartiga zid bo‘ladi. Demak. ¢ = ¢”. P
Odatda, bu teorema ichma-ich joylashgan segmentlar prinsiri

deyilib, u hagigiy sonlar to‘plamining uzluksizlik (to'liglik) xossasini
ifodalaydi.

Mashqlar

1. Ixtiyoriy x;, x,, ..., x, hagiqiy sonlar uchun
X+ + .+, S [+ x|+ + x|
bo‘lishi isbotlansin.
2. Ikki haqiqiy son yig‘indisi ta’rifidan foydalanib, ushbu
a+b=b+a, a+a=2a
tengliklar isbotlansin.
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2-BOB

SONLAR KETMA-KETLIGI UCHUN
LIMITLAR NAZARIYASI

6- ma’ruza
Sonlar ketma-ketligi va ularning limiti

1°. Sonlar ketma-ketligi tushunchasi. Biz birinchi bobda ixtiyoriy
E to‘plamni F to‘plamga akslantirish:
f:E->F
tushunchasi bilan tanishgan edik. _ .
ttﬁhgggi E=N, F=R deb, har bir natural n songa biror haqiqiy x,

sonini mos qo‘yuvchi

' finox, (n=12,3,..) (1)
akslantirishni garaymiz. . _
~ I- ta’rif. (1)- akslantirishning akslaridan iborat ushbu
Rio DBy Hrsrvsg g e (2)

‘plam sonlar ketma-ketligi deyiladi. Uni {x,} yoki x, kabi belgilanadi
. X, (:-:1 2, 3, ...) sonlar (2) ketma-ketlikning hadlari deyiladi.
n y- Ey § e

1

A ’
=L 1,

S bl Bl

n’ 2t 3 2

Bl (-1)": -1, 1, -1, ., (1),
e =tn: 1, 2, 3B, .., Un,
i T T R

SRES0,33; 0,333; ..; 0,333..3; ..

nta
lar sonlar ketma-ketliklaridir.
Biror {x,} ketma-ketlik berilgan bo‘Isin. il
2- ta’rif. Agar shunday o‘zgarmas M soni mavjud bo‘lsaki, ixtiyoriy
X, (n =1, 2, 3,..) uchun x, < M tengsizlik bajarilsa (ya'ni
M, Vne N : x, < M bo‘lsa), {x,} ketma-ketlik yugoridan chega-
ralangan deyiladi. s




3- ta’rif. Agar shunday o‘zgarmas m soni mavjud bo‘lsaki, ixtiyoriy
X, (n =1, 2, 3,...) uchun x, > m tengsizlik bajarilsa (ya'ni
dm,Vne N: x, 2m bo'lsa), {x,} ketma-ketlik quyidan chegara-
langan deyiladi.

4-ta’rif. Agar {x,} ketma-ketlik ham yuqoridan, ham quyidan
chegaralangan bo‘lsa (ya'ni 3m, M, Yne N: m< x, < M bo'lsa),
{x,} ketma-ketlik chegaralangan deyiladi.

1- misol. Ushbu

g n
Xﬂ—

n=123010

4en?’

ketma-ketlikning chegaralanganligi isbotlansin.
« Ravshanki, ¥n < N uchun

n
Xp = —5 > 0
4+n

bo‘ladi. Demak, qaralayotgan ketma-ketlik quyidan chegaralangan.
Ma’lumki,

0<s(n-2°%=n? -4n+4
bo‘lib, undan 4 <4 4+ »?, ya'ni

n 1
4+n* " 4
bo‘lishi kelib chiqadi. Bu esa berilgan ketma-ketlikning yuqgoridan
chegaralanganligini bildiradi. Demak, ketma-ketlik chegaralangan. p
5- ta’rif. Agar {x,} ketma-ketlik uchun

VYMeR, 3nyeN: x, >M

bo‘lsa, ketma-ketlik yugoridan chegaralanmagan deyiladi.

2°. Sonlar ketma-ketligining limiti. Aytaylik, a € R son hamda
ixtiyoriy musbat & son berilgan bo‘lIsin.

6- ta’rif. Ushbu

U(a)={xe Rla-e<x<a+e}=(a-¢,a+e)

to‘plam a nugtaning e- atrofi deyiladi.
Faraz gilaylik {x,} ketma-ketlik va a e R soni berilgan bo‘lsin.
7- ta'rif. Agar ixtiyoriy € > 0 son olinganda ham shunday », natural

soni mavjud bo‘lsaki, n > n, tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha
natural sonlar uchun
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Ix, —al <€ (3)

niy
tengsizlik bajarilsa, (ya'ni
ve>0, Inge N, Vn>nn:1xn_a|<5
bo'lsa), @ son {x,} ketma-ketlikning limiti deyiladi va
a=limx, yoki n—>e= dax, —>a

i ilanadi. M
kabllll;islgl:itanki, yugoridagi (3) tengsizlik uchun

|x, —alceea-e<x, <a+e,

ya'ni X, € U.(a)., (n>ny) bo‘ladi. Shuni e’_tiborga olib, ketma-
ketlikning limitini quyidagicha ta’riflasa bo‘ladi. . '
" 8 ta’rif. Agar a nugtaning ixtiyoriy U(a) atrofi olinganda hz;m
{,\;J ketma-ketlikning biror hadidan keyingi bfclrc_h‘a hadlan.shu atrofga
egishli bo‘lsa, a son {x,} ketma-kel!iknin_g llmlpl deyt]_adl.‘ '

Yugorida keltirilgan ta’riflardan ko‘rinadiki, & ixtiyoriy qlusblzl
son bo'lib, natural n, soni esa € ga va qaralayotgan ketma-ketlikka
bog‘lig ravishda topiladi.

2- misol. Ushbu

X, =¢, (ceR, n=123,..)

ketma-ketlikning limiti ¢ ga teng bo‘ladi. ‘ _
« Hagigatan ham, bu holda Ve > 0 ga ko‘ra n, = | deyilsa, unda

¥n > n,y uchun |x, —c| = 0 < ¢ bo'ladi. Demak, H_{E X, = llﬂ c=c.p

1 ]
3-mi80]. UShblI xﬂ. — _.H' 5 (n = 132533'")

ketma-ketlikning limiti 0 ga teng bo‘lishi isbotlansin:

lim ' =0,

n—e= N

1 1
<« Ravshanki, % ‘0‘ =3

bo'lib, ~ <& (¢ > 0) tengsizlik barcha n > ! bo‘lganda o'rinli. Bu holda

e[l
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deyilsa, ([a] — a sonidan katta bo‘lmagan uning butun gismi), unda
¥n > n, uchun

1 = 0' <E
n
bo‘ladi. Ta’rifga binoan
hm =0.p
n—see N

4- misol. Aytaylik, ae R, fa! > 1 bo'lsin. U holda

lim—]

H—pea a"

=0
bo‘lishi isbotlansin.
« |g| =1+ 8 deylik. Unda § = |a -1 > 0 va Bernulli tengsizligiga
ko‘ra
(1+8)" 21+ nd > nd

bo‘lib, Vn e N da " <%
bo‘ladi. Demak, ai, - U‘ =—<¢g (€>0)
tengsizlik barcha n> élé'

bo‘lganda o‘rinli. Agar ny = [:—&] +1

deyilsa, ravshanki, ¥ > 1, uchun Li —0<e
bo‘ladi. Demak, lim .;7 ~0.p

5- misol. Ushbu x, = I% (n=1,2,3,...) ketma-ketlikning limiti

1 ga teng bo‘lishi isbotlansin.
<« Ixtiyoriy € > 0 son olamiz. So‘ng ushbu

Ix, -1 <€

izlikni qaraymiz. Ravshanki,
S it oE | n
‘_ ~l= n+

{n+1

Unda yugoridagi tengsxzhk
n
n+l
ko‘rinishga keladi. Keyingi tengsizlikdan

n:-l-l
E

bo'lishi kelib chigadi. Demak, limit ta’rifidagi nge N sifatida

1y _z.-[l -1]+1 olinsa (¢ > 0 ga ko‘ra nge N topilib), Vn > n uchun
2 E

l;[“ ~1| < £ bo‘ladi. Bu esa

lim " =1
N —poo ﬂ+].
thhim bildiradi. » o
6- misol. Faraz gilaylik, ae R, |a| > 1 va ae Rbo lsin. U holda
lim”. =0
nit B—too au

bo‘lishi isbotlansin. .
i 4 Shunday natural k sonni olamlzkl kzoa+1 bof lsm Endi

H‘*>l bo‘lishini e’tiborga olib, \a|k =148, ya'ni 8= |a|k =1 >0
deymiz. Unda Bernulli tengsizligiga ko‘ra

|ai|% =(1+8)” >1+nd>nd

_ R
bo‘lib, Vn e N da gt
1
bo‘ladi. Bu holda ny = [Er] +1, (€>0)
A L n% 1 H‘k 1
PR el
deyilsa, Vn > n, uchun = 0\ lal" e

fn’iudi Demak, hm—-O. >

I!—M-oa'
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7- misol. Ushbu

lim '8” = 0

n=yea N
tenglik isbotlansin.
<4 Ravshanki, Ve € 0 va ¥n e N uchun

0< lg"«:em]gncne@ n<l0”™ & " <
n (108 )rl
bo‘ladi. Agar 10¢ > | bo‘lishini e’tiborga olsak, 6- misolga ko‘ra
n
(105)"
ekanini topamiz. Unda ta’rifga ko‘ra 1 soni uchun

n— oo da

I, e N, V £ it 1
ny € n>n (10‘)”<

bo'ladi. Shunday qilib, Vn > n, uchun lg: <& bo'ladi. Demak,

lim 2" =0. »

H=poo N

8- misol. Ushbu x, =(-1)", (n=1,2,3,...) ketma-ketlikning
limiti mavjud emasligi isbotlansin.

<« Teskarisini faraz gilaylik. Bu ketma-ketlik a limitga ega bo'lsin.
Unda ta’rifga binoan,

Ve>0, Inye N, Vo> n:|(-1)"-alce
bo‘ladi.

Ravshanki, n — juft bo‘lganda |l —a/<e; n — toq bo‘lganda
I(-1)—a/<e, ya'ni [l+a|<e boladi. Bu tengsizliklardan foyda-
lanib topamiz:

2=|(1-a)+(1+a)|g|1-a|+|l-al<2e.

Bu tengsizlik € > 1 bo‘lgandagina ofrinli. Bunday vaziyat ¢ > 0
sonining ixtiyoriy bo‘lishiga zid. Demak, ketma-ketlik limitga ega
emas. p

Teorema. Agar {x,} ketma-ketlik limitga ega bo‘lsa, u yagona
bo‘ladi.
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« Teskarisini faraz gilaylik. {x,} ketma-ketlik ikkita a va b (a# b)
limitlarga ega bo’lsin:

limx, =a, limx, =b, (a#b)

n—=yoe N ope=
Limitning ta’rifiga ko'ra

ve>0, 3mme N, Vn>n: |x, —ale,

Ve>0, 3mpe N, Vn>n: |x, —-al<e
bo‘ladi. )
Agar n, va n, sonlarining kattasini # desak, unda Vn > 1 da

x,—al<g, |x,-bl<e
bo'lib,
x, —al+!x, —b| < 2e

_ ‘ | | |
bavshanki, @ - b| = a—-x, +x, - b < |x, —a|+ |x, - b|.

Demak, Ve > 0 da |a— b| < 2e bo‘lib, undan a = b bo'lishi kelib
Mashglar

i 1. Ketma-ketlik limiti ta’rifidan foydalanib, ushbu
)

X, =n+2-Jn+l
ketma-ketlikning limiti topilsin.
2. Agar limx, = a, limy, = a bo‘lsa, u holda ushbu
Ly N—poo —poa

Xis Vis Xgs ¥os coon Xy Vs oo
ketma-ketlikning limiti ham a ga teng bo‘lishi isbotlansin.
3. Agar lim x, = a bo‘lsa, u holda

" Xy +Xy 4. 4+X
hm __!__i}'__._". =a

]

boflishi isbotlansin.
bt 141000
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7- ma’ruza
Yagqinlashuvchi ketma-ketliklarning xossalari

{x,} sonlar ketma-ketligi berilgan bo‘lsin.

I-ta’rif. Agar {x,} ketma-ketlik chekli limitga ega bo‘lsa, u
yaqinlashuvchi ketma-ketlik deyiladi.

1°. Yaginlashuvchi ketma-ketlikning chegaralanganligi. Tengsiz-
liklarda limitga o‘tish.

1- teorema. {x,} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘lsa, u chega-
ralangan bo‘ladi.

<4 Aytaylik,
limx, =a, (ae R)
bo'lsin. Limit ta’rifiga ko‘ra
ve>0, 3mye N, Vn>n; |x,-al<e

bo'ladi. Demak, n > n, uchun
a-€E<X,<a+¢e

bo‘ladi. Agar
max{|a ¢, la+e], x|, x|, ... |[% ‘}: M
deyilsa, u holda Yn € N uchun

X, < M
i n
tengsizlik bajariladi. Bu esa {x,} ketma-ketlikning chegaralanganligini
bildiradi. P
2- teorema. Agar {x,} ketma-ketlik yaginlashuvchi va
limx, =a
bo‘lib, @ > p (a < g) bo'lsa, u holda shunday n, € N topiladiki,
Vn > n, bo'lganda
Xy > P (xn < Q)
bo‘ladi.
4 Aytaylik, limx, =a, a>p, (peR)
bo’lsin. £ > 0 sonining ixtiyoriyligidan foydalanib, ¢ < ¢ — p deb garaymiz.
Ketma-ketlik limiti ta’rifiga binoan, Ve >0 uchun, jumladan,
0 <& < a - p uchun shunday n, e N topiladiki, ¥n> n, bo‘lganda
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&

W |x, -al<ee-e<x,-a<e
bo‘ladi. Ravshanki,
g OD<e<a-p>=> p<a-g,
—£<X, —A<E>>A-E<X,.
Bu tengsizliklardan Vn > n, bo‘lganda

xn>p

bo'lishi kelib chigadi. P - o
- (a < g hol uchun ham teorema yugoridagidek isbot enlac_h). _
3 teorema. Agar {x,} va {y,} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo'lib,
S limx, =a, limy, =b;
Al ", R
2) Yne N uchun x, <y,. (x, 2y,)
bo'lsa, u holda a < b, (a2 b) bo'ladi.

4 Shartga ko‘ra
ol ,
i limx, =a, limy, =b.
Ketma-ketlik limiti ta’rifiga binoan:
Ve>0, 3me N, Va>nm: |x,-d<g,
- Ye>0, 3meN, Va>n: |y, -b<e
Agar ny = max{n;,n;} deyilsa, unda Vn > n, uchun bir yo‘la
Ix, ~al<e, |y, -bl<e
tengsizliklar bajariladi.

Ravshanki, Ix, —al<ee a-e<x, <a+g,

. —bl<eeb-e<y, <b+e
Bu tengsizliklardan hamda teoremaning 2- shartidan foydalanib

a-g<x, sy, <b+e.

Keyingi tengsizliklardan
a-e<b+e, a-b<2e

Vave>( bo‘lgani uchun @ — b < 0, ya’ni a < b bo‘lishi kelib chigadi.
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Xuddi shunga o‘xshash, limx, =a, limy, =b hamda Vne N

uchun x, 2 y, bo‘lishidan a = b tengsizlik kelib chigishi ko‘rsatiladi. »
4- teorema. Agar {x,} va {z,} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘lib,

) limx, =a, limgz, =a;

e T =
2) Vne Nuchun x, <y, <z,
bo'lsa, u holda {y,} ketma-ketlik yaginlashuvchi va
limy, =a

bo‘ladi. s
+« Shartga ko‘ra
Limit ta’rifiga binoan:
Ve>0, dmpe N, Yn>n: |x,-d<eg,
Ve>0, 3me N, Vn>n: |z,-a<e
bo‘ladi. Agar ny = max{n;, ny} deyilsa, unda Vn > n, uchun
@a-e<Xx,, I, <A+t
tengsizliklar bajariladi. Teoremaning 1-shartidan foydalanib topamiz:
A-E<X, Sy, S7,<4a+eg,
Keyingi tengsizliklardan
a-g<y,<a+eg, yani |y, -a/<e
bo‘lishi kelib chigadi. Demak,

limy, =a.
Shuni isbotlash talab qilingan edi. P
1- misol. Ushbu lim ¥/n

limit topilsin.
<« Ravshanki, barcha » 2 2 bo‘lganda

2Wn > 1

bo‘ladi. Aytaylik, C Mh-l+a,
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bo'lsin. Unda %'j_ = (] 4 'O:n )2 (1

va Jn =(1+0,) boladi.
Bernulli tengsizligidan foydalanib topamiz:
Jn=(+a,)" 2l+n-0,>n o,. 2)
(1) va (2) munosabatlardan

a, <

-

2
, |
'ﬂl 1<¥n < [] + ;f_f‘_I]

‘tengsizliklar kelib chigadi. Agar

| Y
lim ( 1+ ;/?) -1
mmni e’tiborga olsak, unda 4- teoremaga ko‘ra

lim¥n =1
"—yeo
‘bo‘lishini topamiz. »
Y 2- misol. Ushbu ’l’i_r.ndl+%+%+...+:—’
<« Ravshanki,
1+I-+l+...+l>l+l+l+...+l=n-1=l,
g 3 n Bm H H n n
l+1+1+...+lcl+1+1+...+l=n.
2 3 n
Demak, I(H‘h+%+%+"'+:§<%—t'

4 teoremadan foydalanib topamiz:

1i.m"1+—l-+'-+...+l--l. >
2 n

n—e 3

Yagqinlashuvchi ketma-ketliklar ustida amallar. Faraz qgilaylik,
amda {y,} ketma-ketliklar berilgan bo‘lsin:

47




B3 : 00 ol % s
Wl Y1592 Y35 000y Vs oee
Quyidagi
X% F Wy X ¥ Wiy - X3 FPay s Xy F Wy o
Xp=Vis X3 = V2 X3 7V3s vy Xy =Vpy
XV, XV X3 Vi s Xy oV,
X X3 X3 x5
non Bt TR gt ™

ketma-ketliklar mos ravishda {x,} va {y,} ketma-ketliklarning yig ‘indisi,
ayirmasi, ko ‘paytmasi hamda nisbati deyiladi va ular

{x, +y. b {x,=¥.}s {x, - ¥a}s {;_n}

n

(¥, #0,n=1,2,3,..)

kabi belgilanadi.
5- teorema. Aytaylik {x,} va {y,} ketma-ketliklar berilgan bo'lib,

limx, =a, limy,=5b, (ae R, be R)

N—boa

bo'lsin. U holda n - e« da (¢-x,) > ¢ a;

X, -y, = ab;

X, + VY, 2 a+b; f‘—”-ﬂ%, (b =0); ya’'ni
¥n

a) Vee R da lim(c-x,,)=c-limx,,;
b) lim(x, +y,) = hmx +hmy,,,

n—yes

d) lim(x, - y,) =’1'1mx,, limy,;

lim x,,
€) ll_IE'yH =Efﬁ:, (b#0) boladi.

Teoremaning tasdiglaridan birining, masalan, d) ning isbotini
keltiramiz.
« Teoremaning shartiga ko‘ra,
limx, =a, limy, =b.

e N—pec

48

?

Ravshanki,
X, Yy —ab|=|x, -y, —a -y, +a-y, —b|< 3)
< [x, —al-|y,| +|a|-|y, - b].
{y,} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘lganligi sababli u 1- teoremaga
ko‘ra chegaralangan bo‘ladi:
IM >0, Yne N: |y,|s M.
Ketma-ketlik limiti ta'rifidan foydalanib topamiz:

Ve > 0 berilgan hamda 2;, ga ko‘ra shunday ny € N topiladiki,
¥n > ng uchun

Ix,, a|<2—M

bo‘ladi. Shuningdek, 2“ | N ga ko‘ra shunday nj e N topiladiki,
¥n > n uchun

Y - bl < 302

bo‘ladi.
Agar ny = max{ng, ny} deyilsa, unda ¥n > n, uchun bir yo‘la
| E | £
!xn_al'{'jga {Vn '_bl<m:lﬂ—|) 4
(3) va (4) munosabatlardan
X, —abl< — M +la
‘ yn | l | 2(1 101)
bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa
lim x, -y, = ab

hGBSh:m bildiradi. »
? ~ 3. Cheksiz kichik hamda cheksiz katta migdorlar. Faraz qgilaylik,
{383 ketma-ketlik berilgan bo‘lsin.
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2- ta’rif. Agar {o,} ketma-ketlikning limiti nolga teng, ya’ni
lime, =0

bo‘lsa, {a,) — cheksiz kichik migdor deyiladi.
Masalan,

1 o
Uy = Va o, =q", (lg|<1)
ketma-ketliklar cheksiz kichik migdorlar bo‘ladi.
Aytaylik, {x,} ketma-ketlik yaginlachuvchi bo‘lib, uning limiti
a ga teng bo‘lsin:
lim x, = a.

U holda o, = x, —a cheksiz kichik migdor bo‘ladi. Keyingi
tenglikdan topamiz: x, = a + a,. Bundan esa quyidagi muhim xulosa
kelib chigadi:

{x,} ketma-ketlikning @ (ae R) limitga ega bo‘lishi uchun
o, = x, —a ning cheksiz kichik migdor bo‘lishi zarur va yetarli.

Ketma-ketlikning limiti ta’rifidan foydalanib quyidagi ikkita
lemmani isbotlash givin emas.

1- lemma. Chekli sondagi cheksiz kichik migdorlar yigindisi cheksiz
kichik migdor bo‘ladi.

2- lemma. Chegaralangan miqdor bilan cheksiz kichik migdor
ko‘paytmasi cheksiz kichik migdor bo‘ladi.

3- ta’rif. Agar har ganday M soni olinganda ham shunday natural
n, soni topilsaki, barcha n > n, uchun

%, > M
tengsizlik bajarilsa, {x,} ketma-ketlikning /imiti cheksiz deyiladi va
lim X, =o0

N300

kabi belgilanadi.
Agar {x,} ketma-ketlikning limiti cheksiz bo‘lsa, {x,} cheksiz katta

migdor deyiladi. Masalan,
x, =(-1)"-n

ketma-ketlik cheksiz katta migdor bo‘ladi.
Endi cheksiz kichik va cheksiz katta migdorlar orasidagi bog‘la-
nishni ifodalovchi tasdiglarni keltiramiz:
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1) Agar {x,} cheksiz kichik migdor {x, = 0} bo‘lsa, u holda {i}
‘xﬂ
cheksiz katta migdor bo‘ladi.
2) Agar {x,} cheksiz katta miqdor bo‘lsa, u holda {; } cheksiz
kichik migdor bo‘ladi.
Mashglar

1. Agar limx, =a, a>0 bo‘lsa, u holda

dnye N, YVn>nm: x,>0

bo‘lishi isbotlansin.
2. Ushbu limit hisoblansin: lim 2" cos "* .
n—sw 2n? -] 2n-]
aﬂm
3.Ushbu  im2"=0, (n!=1.2.3....n)
n—e n!
ﬂﬂ munosabat isbotlansin.

> -L“Aw {x,} va {y,} ketma-ketliklar yaqginlashuvchi bo* lib,
) Ilmx =a, limy, = b,

2) Vn €N uchun X, < y,bo‘lsa, u holda a < b bo‘ladimi?
keltiring.

8- ma’ruza
Monoton ketma-ketliklar va ularning limiti

I'. Monoton ketma-ketlik tushunchasi. Aytaylik, {x}:
Xy Xy geisy, Xpgooin (1)

m‘“" ~ketlik berilgan bo‘Isin,

“'ﬂf Agar (1) ketma-ketlikda Vn e N uchun x, < X, teng-

anlsa {x,} = o Suvehi ketma-ketlik deyiladi. Agar (1) ketma-

h% Vne N uchun x, < X, tengsizlik bajarilsa, {x,} — gat’y
i ketma-ketlik deyiladi. o

51




——?

2- ta’rif. Agar (1) ketma-ketlikda Vne N uchun x, 2 x,,,
tengsizlik bajarilsa, {x,} — kamayuvchi ketma-ketlik deyiladi. Agar
(1) ketma-ketlikda Vne N uchun x, > X, tengsizlik bajarilsa, {x,} —
qat’iy kamayuvchi ketma-ketlik deyiladi.

1- misol. Ushbu

nvl 2 3 4
Xy=——1 Ts o T4 e
n 12" 3
ketma-ketlik qat’iy kamayuvchi ketma-ketlik bo‘ladi.
« Hagigatan ham. berilgan ketma-ketlik uchun

o I 5 22
w!= i P n+l — n+l

bo‘lib, Vn € N uchun
2 nel -l

Kii =X = =
nH L S | n n(n+1)

bo‘ladi. Unda x,,, < X, bo‘lishi kelib chigadi. >
Yugqoridagi ta’riflardan quyidagi xulosalar kelib chigadi:
1) agar {x,) ketma-ketlik o‘suvchi bo‘lsa, u quyidan chegaralan-
gan bo‘ladi;
2) agar {x,} ketma-ketlik kamayuvchi bo‘lsa, u yugoridan che-
garalangan bo‘ladi.
O*suvchi hamda kamayuvchi ketma-ketliklar umumiy nom bilan
monoton ketma-ketliklar deyiladi.
2- misol. Ushbu
g
Ey ==g—s (n=1,2,3,..)
ne+l1

n

ketma-ketlikning qgat’iy o‘suvchi ekanligi isbotlansin.
« Bu ketma-ketlikning n- hamda (n+1)- hadlari uchun

gl (el . 1
m T 1) 41 (n+1)2 41

bo‘ladi. Ravshanki,

1

1
guie] X -
(4»:-!—1)2 n?
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 Ketma-ketlikning limiti topilsin.

~ Shu tengsizlikni e’tiborga olib, topamiz:

X =1 ! >1-
. (n+1)2+1 2 +1
Demak, Vne N uchun x, < X,;. Bu esa garalayotgan ketma-
ketlikning gat’iy o‘suvchi bo‘lishini bildiradi. »
2°. Monoton ketma-ketlikning limiti. Quyida monoton ketma-
ketliklarning limiti hagidagi teoremalarni keltiramiz.
1- teorema. Agar {x,} ketma-ketlik
1) ofsuvchi,
- 2) yugoridan chegaralangan bo‘lsa, u chekli limitga ega bo‘ladi.
o Aytaylik, {x,} ketma-ketlik teoremaning ikkala shartini bajarsin.
Bu ketma-ketlikning barcha hadlaridan iborat to‘plamni £ bilan bel-

E={x1, Xyy ey Xpo ,‘.

Ravshanki, E yuqoridan chegaralangan to‘plam bo‘lib, £ # @.
m to‘plamning aniq chegarasining mavjudligi hagidagi teoremaga
?wﬁq, supE mavjud bo‘ladi. Uni a bilan belgilaylik:

_ supkE = a.

Ixtiyoriy € > 0 sonini olaylik. To‘plamning aniq yugori ch i
e e g aniq yuqori chegarasi

1) Yne N uchun x,<a,
. 2) ax.c E, x, >a-¢
bo'ladi. Ayni paytda Vn>n, uchun x, 2 x,, tengsizlik bajarilib,
X, >a-e bo‘ladi.
~ Natijada Vn>n, uchu 'ni
ok 0 n a-e<x,<a+g, yan |[@-x,| <€
bo‘lishini topamiz. ; | |

Demak, {x,} ketma-ketlik chekli limitga ega va

mxﬂ =ag=supE.p

2- teorema. Agar {x,} ketma-ketlik
1) kamayuvchi,
%)u quyidan chegaralangan bolsa, u chekli limitga ega bo‘ladi.
U teorema yugqorida keltirilgan teoremaning isboti kabi isbotlanadi.

M

m?- misol. Ushbu x, = ;"El
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4 Ravshanki, Yn2 1 uchun x, > 0 bo‘ladi. Bu ketma-ketlikning
X,+1 va x,, hadlarining nisbatini qaraymiz:

Xpal (n+)! ! n+l > ( n )"
—_—m— " ——— ={—1t <1
Xo  (nt)M A () n+l

Demak, x,,, < x,. Bundan esa berilgan ketma-ketlikning ka-
mayuvchi ekanligi kelib chiqadi.

Ayni paytda Vn=>1 da

0<x, sx

munosabat o‘rinli bo‘ladi. Demak, berilgan ketma-ketlik chegara-
langan. 1- teoremaga Ko‘ra {x,} ketma-ketlik chekli limitga ega. Uni
a bilan belgilaymiz:

llm—!~a, (a=0).

n—yes

Endi ushbu x, — x,,, ayirmani garaymiz. Bu ayirma uchun

n" (n+l)"
Xp = Xpy =Xy =X - (1) =Xy )’
n n
20" -n" -l n
(n+|)" (n+1)"

=X

= X, = xm‘_l

bo‘lib, undan
2 2xn+l
bo‘lishi kelib chigadi. Keyingi munosabatlardan topamiz:

lim x, 22hmx,,+l, a22a.

N—hea

Ravshanki, bu holda a = 0 bo‘ladi.

Demak, lim ™ = 0. »
n=ee p
3°. e soni. Ushbu
X, =(1+%) LD M

ketma-ketlikni gqaraymiz.

Tasdiq. (1) ketma-ketlik o‘suvchi bo‘ladi.

<« Berilgan ketma-ketlikning x,,, hamda x, hadlarining nisbatini
topamiz:
54

xm-l (1 % ._._) ( ]" = _{,”+2)"+l;'L =
(n+1)™ (ns1)"

420 | _+£ ={1-_1 » ol
= | ()2 1 (n+1)? n

Bernulli tengsizligiga ko‘ra:

n+l
1 n+l n
o o e e
[ (H+l)2] (n+1)  n+l
bo'ladi. Natijada Yne N uchun
Bk, M n+l al
_x,,_- ntl n
ya’'ni x,,, > x, bo‘lishi kelib chigadi. »
‘Tasdiq. (1) ketma-ketlik chegaralangan bo‘ladi.
'« Ravshanki, k£ > 1 uchun

kl1=1-2.3...-(k-1)-k22-2-2.....2 =21
bo‘ladi.
Endi Nyuton binomi formulasidan foydalanib topamiz:
- R R R bt Ch O]

2+ Ck a4 : n(n—l) (n—k+l)
B 2 o

BEEL (-2 (oo

=2

Demak, Vne N uchun 0 < x, < 3 bo‘ladi.
Monoton ketma-ketlikning limiti haqidagi teoremaga ko‘ra

; X = (1 + %)
ketma-ketlik chekli limitga ega. P
. J-ta’rif. (1) ketma-ketlikning limiti e soni deyiladi:

Iim(l+1)n:e.
n

N—pes
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Bu e soni irratsional son bo‘lib,
e=2,718281828459045...

bo‘ladi.
Mashglar
1 n+l
1. Ushbu x, =(1+1)
ketma-ketlikning kamayuvchi ekanligi isbotlansin.
2. Ushbu ,‘.‘_'.‘1;

limit hisoblansin.

3. Ushbu /2, V2 +4/2, \JZ+\JZ+J§,

ketma-ketlikning yaginlashuvchanligi isbotlansin va limiti topilsin.

9- ma’ruza
Fundamental ketma-ketliklar. Koshi teoremasi

1°. Qismiy ketma-ketliklar. Bolsano—Veyershtrass teoremasi.
Aytaylik,

(6} 5 a0 5%3 0 0008 Kigneors )
ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. Bu (1) ketma-ketlikning biror n; nomerli
X, hadini olamiz. So‘ngra nomeri n, dan katta bo‘lgan », nomerli
X,, hadini olamiz. Shu usul bilan X, , X,, va h.k. hadlarni tanlab
olamiz. Natijada nomerlari

M <l<h<..<n<.
tengsizliklarni ganoatlantiruvchi (1) ketma-ketlikning hadlari ushbu

x"l ] xra 3. uswy xﬂ'k g (2)

ketma-ketlikni hosil giladi.
(2) ketma-ketlik (1) ketma-ketlikning gismiy ketma-ketligi deyiladi

va {X,, } kabi belgilanadi.
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Mwlan, 2, 4, 6, 8 "
L35 Ty
1.4 9 18, ..

ketma-ketliklar 1, 2, 3, 4, ..., n, ... ketma-ketlikning gismiy ketma-

-1, -1, .., =1, ..
ketma-ketliklar 1, -1, 1, -1, ., (1), ... ketma-ketlikning
gismiy ketma-ketliklari bo‘ladi.

Keltirilgan tushuncha va misollardan bitta ketma-ketlikning turli
M;y ketma-ketliklari bo‘lishi mumkinligi ko‘rinadi.
~ 1- teorema. Agar {x,} ketma-ketlik limitga ega bo‘lsa, uning har
ganday gismiy ketma-ketligi ham shu limitga ega bo‘ladi.
< Bu teoremaning isboti ketma-ketlik limiti ta’rifidan kelib

chigadi. »
- Eslatma. Ketma-ketlik gismiy ketma-ketliklarining limiti mav-

jud bo'lishidan, berilgan ketma-ketlikning limiti mavjud bo‘lishi har
doim ham kelib chigavermaydi.

Masalan, 1, -1, 1, -1, ..., (<", ... ketma-ketlikning qismiy

_ketma-Kketliklari

.t . . ‘“-l‘ ""]. seny “1| e

larning limiti bo‘lgan holda ketma-ketlikning o‘zining limiti mavjud
u. 2- teorema. (Bolsano—Veyershtrass teoremasi.) Har ganday che-
garalangan ketma-ketlikdan chekli songa intiluvchi gismiy ketma-
ketlik ajratish mumkin.

4 {x,} ketma-ketlik berilgan bo‘lib, u chegaralangan bo‘lsin. Bu
holda {x,} ketma-Kketlikning barcha hadlari [a, 5] da joylashgan deb
qarash mumkin: x, € [a, b], n=1,2,3,...

lql bl Sﬁgll‘tcntni

ol W o
% i I:al 2 ]s I:Ta b]
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segmentlarga ajratamiz. {x,} ketma-ketlikning cheksiz ko‘p had]ari

joylashganini [a,, b;] deymiz. Ravshanki, [a,, b,] ning uzunhgl ga
teng bo‘ladi. Yuqoridagiga o‘xshash [a,, b,] segmentni

[, 252], [252. 8]
segmentlarga ajratamiz. Berilgan ketma-ketlikning cheksiz ko‘p sondagi

hadlari bo‘lganini [a,, b,] deymiz. Bunda [a,, b,] ning uzunligi %_; ga
teng bo‘ladi. Bu jarayonni davom ettirish natijasida ushbu

lahb]]- [az,bz]s oy a1,

segmentlar ketma-ketligi hosil bo‘ladi. Bu segmentlar ketma-ketligi
uchun

la. 81> a, 5] ...0la, b 1> ... bo'lib, k - = da

bk = a —%a—)(]

bo‘ladi.
Ichma-ich joylashgan segmentlar prinsiriga ko‘ra
Il(iﬂak =P3..1.b" =C, (Ce R)
bo‘ladi.
Endi {x,} ketma-ketlikning [a,, b,] dagi birorta X,, hadini, [a,, b,)

dagi birorta X, hadini va h.k. [q,, b,] dagi birorta X, hadini va

h.k. hadlarini olamiz. Natijada {x,} ketma-ketlikning hadlaridan tashkil
topgan ushbu

Xpys Xppys vy Xy ooy () <y <<y <L)
qismiy ketma-Kketlik hosil bo‘ladi. Bu ketma-ketlik uchun
4 Sxp <b, (k=1,2,..)

bo‘lib, undan k — e da x, — C,ya'ni éim Xp, = C bo'lishi kelib

chigadi. »

2°. Fundamental ketma-ketliklar. Koshi teoremasi. {x,} ketma-
ketlik berilgan bo‘lsin.
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o
bo'lganda PRUGS PR
o m}twmml (Koshi teoremasi.) Ketma-ketlikning yaginlashuvchi

{- ta’rif. Agar har ganday & > 0 olinganda ham shunday natural
topilsaki, barcha n > ny va m > n, uchun
[x, -x, | <€
bajarilsa (ya'ni Ve >0.E|no e N,Vn>ny, Y¥m>n: | x,-x,|<¢e
bo'lsa), {x,} — fundamental ketma-ketlik deyiladi.
Masalan,

At
g soni

P (n=1,2,..)

X, =

amental ketma-ketlik bo‘ladi.
« Hagigatan ham, berilgan ketma-ketlik uchun

n+m 1
Plal & e ="+

1
n+l  m+l nm  n om

, | %, = % | =

' Imgm' Ve > 0 ga koira no = [%]+ l deyilsa, Yn> no, Ym > Hy
TLnsie

: boladi. P

'ﬁb"ﬂlhi uchun uning fundamental bo‘lishi zarur va yetarli.
o Zarurligi. {x,} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘lib, hm X, =a

. ga‘ﬁn. Limit ta’rifiga binoan

Ve>0, Inye N, Vn>n: 1x,,—a|<%.

Shuningdek, Vm > n, : | x,, —a| c% bo‘ladi. Natijada Vn > n,,
Vm > n, uchun
I |x, -x, |=|x,-a+a-x, |<|x,-a|+|x,-al<e

bo‘lishi kelib chigadi. Demak, fundamental ketma-ketlik.
Yetarliligi. {x,} fundamental ketma-ketlik bo‘lsin:

Ve>0, Inge N, Yan>n, Vm>ny: |x, -x, | <e
Agar m > n, shartni qanoatlantiruvchi m tayinlansa, unda
b |x, -x, |<e e x, ~e<x, <X, +€
W {x,} ketma-ketlikning chegaralanganligi kelib chigadi.
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Bolsano—Veyershrass teoremasiga binoan bu ketma-ketlikdan
yaginlashuvchi gismiy {x, } ketma-ketlikni ajratish mumkin:

lim xﬂk = d.
" Demak,
ve>0, 3Jkge N, Vk>ky: |x,-al|<e
bo‘ladi.
Agar m = n, deyilsa, unda

| Xy =Xl 28
bo‘ladi. Keyingi ikki tengsizlikdan
%, —a|=|x, -2y +Xy —a|S|x, =xp|+]|xy —a]|<2e

bo‘lishi kelib chigadi. Demak, limx, =a. P

3°. Ketma-ketlikning quyi hamda yuqori limitlari. {x,} ketma-
ketlik berilgan bo‘lsin. Bu ketma-ketlikning gismiy ketma-ketligining
limiti {x,} ning gismiy limiti deyiladi.
2- ta’rif. {x,} ketma-ketlik gismiy limitlarining eng kattasi berilgan
ketma-ketlikning yugori limiti deyiladi va
lim X,
N—des
kabi belgilanadi.
{x,} ketma-Kketlik qismiy limitlarining eng Kichigi berilgan ketma-
ketlikning quyi limiti deyiladi va
lim x,
kabi belgilanadi.
Masalan, ushbu {x,}: 1, 2, 3, 1, 2, 3, 1, 2, 3, .. ketma-
ketlikning yuqori limiti

Tim X, =3,
n—seo

quyi limiti esa
lim x, =1

n—pea

bo‘ladi. Umuman, {x,} ketma-ketlikning quyi hamda yuqori limitlari
quyidagicha ham Kiritilishi mumkin.
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 Aytaylik, {x,} ketma-ketlik beriigan bo‘lib, 4 bu ketma-ketiikning
iy limitlaridan iborat to‘plam bo‘lsin. Unda bu ketma-ketlikning
lim x, = lim inf x, =
N3se R—ion
—es:  {x,} quyidan chegaralanmagan bo‘lsa,
=dinf A; {x,} quyidan chegaralangan va A # {+e} bo‘lsa,
400; A ={+c0} bo'lsa
~ {x,} ketma-ketlikning yuqori limitini esa
limx, = lim sup x, =
| =T N—poa
400;  {x,} yuqgoridan chegaralanmagan bo‘lsa,
- ={supA; {x,} yuqoridan chegaralangan va A # {—e} bo'lsa,
: l—e0; A =]-0} bo'lsa
%qams ash mumkin.
‘Endi quyi hamda yuqori limitlarning xossalarini keltiramiz.
‘r_{_ " Biror {x,} ketma-ketlik uchun lim x, = @ bo‘lsin, U holda Ve > 0

‘olinganda ham: i
1) shunday n,e N topiladiki, Vn>n,da x, <a+e¢;
2) Vn, € Nuchun ¢ va n, larga bog'liq shunday »’ > n, topiladiki,

Xy >a-¢ bo'ladi.

Bu xossalar quyidagilarni anglatadi: Ve > 0 tayin bo‘lganda, birinchi
X0ssa {x,} ketma-ketlikning fagat chekli sondagi hadlarigina

X, <a+e
tengsizlikni ganoatlantirishini, ikkinchi xossa esa bu ketma-ketlikning
X, >a-¢
tengsizlikni ganoatlantiruvchi hadlarining soni cheksiz ko‘p bo‘lishini

ifodalaydi.
- W Agar {x} ning cheksiz ko‘p sondagi hadlari @ + € dan katta bo‘lsa,

uhﬂfd& a + ¢ sonidan kichik bo‘lmagan b (b 2 a + €) ga intiluvchi {x,}

-ketlikning qismiy ketma-ketligi mavjud va bu fim x, = a ga zid.
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Demak, a + e dan o‘ngda ketma-ketlikning ko‘pi bilan chekli
sondagi hadlari yotadi.
Modomiki, limx, =a

ekan, unda {x,} ning qismiy limitlaridan biri a ga teng:

limx, =a.
k3o Mk

Limit ta’rifiga ko‘ra bu { x,, } ketma-ketlikning, demak, {x,} ning

ham cheksiz ko‘p sondagi hadlari ¢ — £ dan katta bo‘ladi. »
Eslatma. Biror a soni yugoridagi ikki shartni ganoatlantirsa,
u {x,} ketma-ketlikning yuqgori limiti bo‘ladi.
Faraz qilaylik, biror {x,} ketma-ketlik uchun
limx, =b
bo‘lsin. U holda Ve > () olinganda ham:
1’) shunday n, e N topiladiki, Vn > nyda x, >b-¢;
2’) ¥n, > Nuchun e va n, larga bog‘liq shunday »n” > n, topiladiki,
x, < b+e bo‘ladi.
Quyi limitning bu xossasi yuqoridagidek isbotlanadi.
Ketma-ketlikning quyi hamda yuqori limitlari xossalaridan foyda-
lanib, quyidagi teoremani isbotlash giyin emas.
4- teorema. {x,} ketma-ketlik C limitga ega bo‘lishi uchun
limx, =limx, =C

N—psa N—oa

bo‘lishi zarur va yetarlidir.

Mashgqlar

1. Har qanday monoton ketma-ketlik fagat bitta gismiy limitga
ega bo‘lishi isbotlansin.
2. Koshi teoremasidan foydalanib, ushbu

x" =a| +az +...+a,,

ketma-ketlikning (¢ € R, |al<q¢*; 0<q<1; k=1, 2, .) li-
mitga ega bo‘lishi isbotlansin.

3. Ushbu lim(x, +y,) < ’I!Tr-n x, + lim y, tengsizlik isbotlansin.
H—beo —poa f—poo
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3-BOB

FUNKSIYA VA UNING LIMITI

10- ma’ruza
Funksiya tushunchasi

1°. Funksiya ta’rifi, berilish usullari. Biz 2- ma’ruzada £toplamni
o‘pla akslantirish

f: ESF

‘rga edik.
W E F, F = R deb olamiz. Unda har bir haqigiy x songa
iro gigiy y sonni mos go‘yuvchi

f
f: E-5R(x->y)
kelamiz. Bu esa funkﬂya tushunchasiga olib keladi.
Mya tushunchasi o‘quvchiga o‘rta maktab matematika kursi-
pa’lum. Shuni e’tiborga olib, funksiya haqidagi dastlabki ma’lu-
mi gisgaroq bayon etishni lozim topdik.
ytay ik Xc R, Yc R to‘plamlar berilgan bo‘lib, x va y
mos ravishda shu to‘plamlarda o‘zgarsin: xe X, ye Y.
1- w’df Agar X to‘plamdagi har bir x songa biror f qoidaga
a ¥ to‘plamdan bitta y son mos go‘yilgan bo‘lsa, X to‘plamda
Junksiya berilgan (aniglangan) deyiladi va
. fix—>y yoki y=71(x
Mb&lgﬂanadl Bunda X — funksiyaning aniglanish to ‘plami (sohasi),

Y — funksiyaning o Zgarish to‘plami (sohasi); x — erkli o‘zgaruvchi
Wﬁmﬁmy& argumenti, y esa erksiz o ‘zgaruvchi yoki funksiya deyiladi.

Miseollar. 1. X = (=, +), ¥ =(0, +e) bo‘lib, f qoida
fixoy=x*+1
bo‘kin Bu holda har bir x € X ga bitta x* + 1 € ¥ mos qo‘yilib,
y= x2 + 1

MYBGR ega bo‘lamiz.
& = . Har bir ratsional songa 1 ni, har bir irratsional songa 0 ni mos
39 Yish natijasida funksiya hosil bo‘ladi. Odatda, bu Dirixle funksiyasi
SEVHID, u D(x) kabi belgilanadi: "



D(x)= 1, agar x ratsional son bo‘lsa,
0, agar x irratsional son bo‘lsa.

Shunday qilib, y = f(x) funksiya uchta: X to‘plam, Y to‘plam va
har bir x € X ga bitta y € ¥ ni mos go‘yuvchi f qoidaning berilishi
bilan aniglanar ekan.

Faraz qgilaylik, y = f(x) funksiya X c R to‘plamda berilgan bo‘lsin.
Xy € X nuqtaga mos keluvchi y, miqdor y = f(x) funksiyaning x = x,
nuqtadagi xususiy qiymati deyiladi va f(x;) = y, kabi belgilanadi.

Tekislikda dekart koordinatalar sistemasini olamiz. Tekislikdagi
(x, f(x))nugtalardan iborat ushbu

{(x, f}={(x. f(x))|x e X, f(x)e ¥}
to‘plam y = f(x) funksiyaning grafigi deyiladi. Masalan,
y=x*-1 (xe X =[-2, 2]
funksiyaning grafigi 1- chizmada tasvirlangan.

Funksiya ta’rifidagi f qoida turlicha bo‘lishi mumkin.

a) Ko'pincha x va y o‘zgaruvchilar orasidagi bog‘lanish formulalar
yordamida ifodalanadi. Bu funksiyaning analitik usulda berilishi deyi-
ladi. Masalan,

leat?
funksiya analitik usulda berilgan bo‘lib, uning aniglanish to‘plami
X={xeR-1sx<l}=[-1, 1]
bo‘ladi.

Y, Y

|
S
N
N“
=)
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_ x va y o‘zgaruvchilar orasidagi bog'lanish quyidagi formulalar
a berilgan bo‘lsin:

1, agar x>0 bo‘lsa,
y=f(x)={

1, agar x <0 bo'lsa.

igeizdin
i Bu funksiyaning aniqlanish to‘plami X = R\ (0} bo‘lib, giymatlar

slami esa ¥ = {—1, 1} boladi. Odatda, bu funksiya y = signx kabi

) Ba’zi hollarda x € X, y € Y o‘zgaruvchilar orasidagi bog‘lanish
] orqallbo’hshl mumkin. Masalan, kun davomida havo haroratini
nimizda, #, vaqtda havo harorati T}, t, vaqtda havo harorati
 h.k. bo* ism Natijada quyidagi jadval hosil bo‘ladi.

_ t—vaqt Iy h I f

n

dval ¢ vaqt bilan havo harorati T orasidagi bog‘lanishni
idi, bunda 7 — argument, 7 esa 7 ning funksiyasi bo‘ladi.

‘va y o‘zgaruvchilar orasidagi bog‘lanish tekislikda biror egri
i ham ifodalanishi mumkin (2- chizma).

an, 2- chizmada tasvirlangan L egri chiziq berilgan bo‘lsin.
a, b] segmentdagi har bir nuqtadan o‘tkazilgan perpendikular
fagat bitta nuqtada kessin. Vx € [@, b] nugtadan perpen-
chigarib, uning L chiziq bilan kesishish nuqtasnm topanuz
nuqtaga kesishish nugtasining ordinatasi y ni mos qo‘yamiz.
har bir x € [a, b] ga bitta y mos qo'yilib, funksiya hosil bo‘ladi.
¢ bilan y orasidagi bog‘lanishni berilgan L egri chiziq bajaradi.
aylik, £, (x) funksiya X, c R to‘plamda, f,(x) funksiya esa X, c R
da aniglangan bo‘lsin.

1) X, =X; 2) Vxel daf(x) S5(%)

A (x) hamda f}(x) funksiyalar o‘zaro teng deyiladi va f{(x)=f,(x)

_tcngmzhk bajardsa J(x) funksiya X to pfamda yugoridan

an deyiladi. Agar shunday o‘zgarmas m soni topilsaki,
‘uchun £(x) > m tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya X to ‘plamda
1 chegaralangan deyiladi.
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3-ta’rif. Agar f(x) funksiya X to‘plamda ham yuqoridan, ham
quyidan chegaralangan bo‘lsa, f(x) funksiva X toplamda chegara-
langan deyiladi.

xl

1- misol. Ushbu £(x) = ::— funksiyani qaraylik. Bu funksiya

4
X

R da chegaralangan bo‘ladi.
2
< Rayshanki, Vxe Rda f(x) = 1'%,
+X

Demak, berilgan funksiya R da quyidan chegaralangan.
Ayni paytda, f(x) funksiya uchun

0.

| x? x
) e iy o 1Y
J(x) lext  1ex?

bo‘ladi. Endi

x? 1

S5

0s(x® -1 =x*-2x+1=22x*<x* +1
£tad ) 2

bo‘lishini e’tiborga olib, topamiz: /(x) s 141 =3

Bu esa f(x) funksiyaning yuqoridan chegaralanganligini bildiradi.
Demak, berilgan funksiya R da chegaralangan. »

4- ta’rif. Agar har ganday M > 0 son olinganda ham shunday
x,e X nuqta topilsaki,

fx)>M
tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya X to‘plamda yuqoridan chegara-
lanmagan deyiladi.

3°. Davriy funksiyalar. Juft va toq funksiyalar. / (x) funksiya Xc R
to‘plamda berilgan bo‘lsin.

5- ta’rif. Agar shunday o‘zgarmas T (T = 0) son mavjud bo‘lsaki,
Vxe X uchun

Dx-TekX x+Telk 2)f(x+ 1) =f(x)
bo‘lsa, f(x) davriy funksiya deyiladi, T son esa f(x) funksivaning
davri deyiladi.

Masalan, f(x) = sinx, f(x) = cosx funksiyalar davriy funksiyalar
bo‘lib, ularning davri 2r ga, f(x) = tgx, f(x) = ctgx funksiyalarning
davri esa &t ga teng.

Davriy funksiyalar quyidagi xossalarga ega:
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a) Agar f(x) davriy funksiya bolib, uning davri T (7# 0) bo'lsa,
ek
.;ti?-" T, =nT, (n=1%l1,+2)

sonlar ham shu funksiyaning davri bo‘ladi.
i b) Agar T, va T, sonlar f(x) funksiyaning davri bo‘lsa, u holda
T+ T, # 0 hamda T,~ T, (T, T,) sonlar ham f (x) funksiyaning davri
hp‘hdim £(x) hamda g(x) lar davriy funksiyalar bo‘lib, ularning
irining davri T (T # 0) bo‘lsa, u holda

FE)+g(), F(0)-2(x), 7(x)e), 12, (x)=0)

g(x)’
- ham davriy funksiyalar bo‘lib, T son ularning ham davri

jol. Ixtivoriy T (7 = 0) ratsional son Dirixle funksiyasi

1, agar x ratsionol son bo‘lsa,
0, agar x irratsionol son bo‘lsa

D(x) = {

| bo‘lishi ko‘rsatilsin.

ylik, 7 (T # 0) ratsional son bo‘lsin. Ravshanki, ¥xe R

I son uchun x+7T — irratsional son, Vxe R ratsional son
T ratsional son bo‘ladi. Demak,

D(x+T) = 1, agar x ratsionol son bo'lsa,
0, agar x irratsionol son bo‘lsa.

qilib, Vx € R, T — ratsional son bo‘lganda
D(x+T)=D(x)

mki, Vxe X (Xc R) uchun -xe X bo‘lsa, X to‘plam
a nisbatan simmetrik to ‘plam deyiladi.
. hk, O nugtaga nisbatan simmetrik bo‘lgan X to‘plamda
funksiya berilgan bo‘lsin.
rif. Agar Vx e X uchun f(—x) = f(x) tenglik bajarilsa, f(x)
iya deyiladi. Agar Vxe X uchun f(—x) = —f(x) tenglik

Sf(x) tog funksiya deyiladi.

salan, £(x) = x2+1 ~ juft funksiya, /' (x) = x*+x esa toq funksiya
 Ushbu £(x) = x2~x funksiya juft ham emas, tog ham emas.
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Agar f(x) va g(x) juft funksiyalar bo‘lsa, u holda

F(X)+g(x), f(x)-8(x), £(x)-8(x), L2 (g(x)=0)

g(x)
funksiyalar ham juft bo‘ladi.
Agar f(x) va g(x) toq funksiyalar bo‘lsa, u holda

f(x)+g(x), f(x)-g(x)
funksiyalar toq bo‘ladi,

f(x)-g(x); L2, (e(x)#0)

funksiyalar esa juft bo‘ladi.

Juft funksiyaning grafigi ordinatalar o‘giga nisbatan, toq funk-
siyaning grafigi esa koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik joylashgan
bo‘ladi.

4°. Monoton funksiyalar. Faraz qilaylik, f(x) funksiva Xe R
to‘plamda berilgan bo‘lsin.

7- ta’rif. Agar Vx,, x, € X uchun x; < x, bo‘lganda f(x,) < f(x,)
tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya X to ‘plamda o ‘suvchi deyiladi. Agar
Vx,, X, € X uchun x, < x, bo‘lganda f(x,) < f(x,) tengsizlik bajarilsa,
f(x) funksiva X to‘plamda qat’iy o 'suvchi deyiladi.

8- ta’rif. Agar Vx,, x, € X uchun x, < x, bo‘lganda f(x,) 2 f(x,)
tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiva X to ‘plamda kamayuvchi deyiladi.
Agar Vx,, x, € X uchun x, < x, bo‘lganda f(x,) > f(x;) tengsizlik
bajarilsa, f(x) funksiva X to‘plamda qat’iy kamayuvchi deyiladi.

Ofsuvchi hamda kamayuvchi funksiyalar umumiy nom bilan
monoton funksiyalar deyiladi.

3- misol. Ushbu f(x)=ﬁ"? funksiyaning X =[1, +e) to‘p-

lamda kamayuvchi ekanligi isbotlansin.
« [1, +=) da ixtiyoriy x, va x, nugtalarni olib, x,< x, bo‘lsin
deylik. Unda

230014l x| +xl€ X3 —xzﬁ 3

X, X )-— =
f( l) f( 2 xlz 1+x2__2 (1+x12)(1+x22)
_a-xatann-x) _ (q-x)0-x-x)
(+x2)(1+x3) (4+x7 )(1+x2)
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xl--x2<0, l—xl‘x2<0
i e’tiborga olib,
o (xl) f(x2)>0

X <X =>f(x1)>f(x2) >

k, f(x) va g(x) funksiyalar Xc R to‘plamda o‘suvchi
bo‘lib, C = const bo‘lsin. U holda

C funksiya o‘suvchi (kamayuvchi) bo‘ladi;

0 bo‘lganda C- f(x) o‘suvchi, C < 0 bo‘lganda C- f(x)
i bo‘ladi.

+ g (x) funksiya o‘suvchi (kamayuvchi) bo‘ladi.

kari funksiya. Murakkab funksiyalar. y = f(x) funksiya
da berilgan bo‘lib, bu funksiyaning giymatlaridan iborat

Yy ={f(x)|xe X}

ik, blror qoidaga ko‘ra Y, to‘plamdan olingan har bir
dagi bitta x mos qo yllgan bo‘lsin. Bunday moslik
a hosil bo‘ladi. Odatda, bu funksiya y = f(x) ga

'ﬁmkviya deyiladi va x = £~1()) kabi belgilanadi.
= J x +1 funksiyaga nisbatan teskari funksiya x = 2y — 1

aytilganlardan y = f(x) da x — argument, y esa x ning
; x=f"1(y) funksiyada y — argument, x esa y ning

s_a nisbatan teskari g(x) funksiya grafigi f(x) funksiya
IIT choraklar bissektrisasi atrofida 180° ga aylantirish

‘hosil bo‘ladi.

¥, to‘plamda u = F(y) funksiva berilgan bo‘lsin. Natijada

lingan har bir x ga Y to‘plamda bitta y:

Jixoy, (y f(x))
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a ¥, to‘plamdagi bunday songa bitta u:

F: y—->u, (u=F())
son mos qo‘yiladi. Demak, X to‘plamdan olingan har bir x songa
bitta ¥ son mos qo‘yilib, yangi funksiya hosil bo‘ladi: ¥ = F/f(x)).
Odatda, bunday funksiyalar murakkab funksiya deyiladi.

Mashgqlar

1. f(x) funksiyaning X c R to‘plamda quyidan chegaralanmaganligi
ta’rifi keltirilsin.

2. O nuqtaga nisbatan simmetrik bo‘lgan X c R to‘plamda berilgan
har ganday f(x) funksiya juft va tog funksiyalar yig‘indisi ko‘rinishida
ifodalanishi isbotlansin.

3. Ushbu f (x)=% funksiyaning X = [0, 4] to‘plamda
x“+
kamayuvchi ekani isbotlansin.

4. Agar f(x)= 117 bo‘lsa, £(f(f(x))) topilsin.

11- ma’ruza
Elementar funksiyalar

Elementar funksiyalar kitobxonga o‘rta maktab matematika kursi-
dan ma’lum. Biz quyida elementar funksiyalar hagidagi asosiy ma’lu-
motlarni bayon etamiz.

1°. Butun ratsional funksiyalar. Ushbu

V=G +ax+ax* +..+a, X" +a,x"
ko‘rinishdagi funksiya butun ratsional funksiya deyiladi. Bunda
4y, a,...,@, — 0‘zgarmas sonlar, ne N. Bu funksiya R = (-0, +eo) da
aniglangan.

Butun ratsional funksiyaning ba’zi xususiy hollari:

a) Chizigli funksiya. Bu funksiya

y=ax+b, (a#0)
ko‘rinishga ega, bunda a, b — o‘zgarmas sonlar.

Chizigli funksiya (—e, +e0) da aniglangan a > 0 bo‘lganda o‘suv-
chi, @ < 0 bo‘lganda kamayuvchi: grafigi tekislikdagi to‘g‘ri chizigdan
iborat.
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Ya
a>0, a<0,
\ /D>0 D>0
o A o1 X
3- chizma.
ﬁtvdntfunkmyl. Bu ﬁmk51ya
spboin:. y=ax’* +bx+c, (a#0)

ga ega, bunda a, b, ¢ — o‘zgarmas sonlar.
at funksiya Rda aniglangan bo‘lib, uning grafigi parabolani

b\ b -4ac
2 —
T hf y=ax +bx+c*a(x+2d) o il

~ Parabolaning tekislikda joylashishi a hamda D = b - 4ac larning

bog‘lig bo‘ladi. Masalan, a > 0, D >0vaa<0,D>0
umng grafigi 3- chizmada tasvirlangan parabolalar ko‘ri-
ladi.

e Kurratsional funksiyalar. Ushbu

_ Gytax+a;x 2

b by +byx+byx? +... 4 by x™
i ﬁmkswa kasr ratsional funksiya deyiladi. Bunda a;, a,,

‘srﬁn"n by, by, ..., b, — o‘zgarmas sonlar, ne N, me N. Bu funksiya
X=(—eo, +oo) \ {x | by + Bx +... + b, x™ =0}

ratsional funksnyanmg ba’zi xususiy hollari:
3) Teskari proporsional bog‘lanish. U

1%
m y—;, (x 20, a=-const)

B4 ega. Bu funksiya
X = (—2,0) U (0,++) = R\ {0}
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a>0 a<0

QO
.

4- chizma.

to‘plamda aniqlangan, toq funksiya, a ning ishorasiga qarab funksiya
(—se, O)va (0, +=) oraliglarning har birida kamayuvchi yoki o‘suvchi
bo‘ladi (4- chizma). .
b) Kasr chizigli funksiya. U ushbu

_ ax+b

T ex+d
ko‘rinishga ega. Bu funksiya

X =R\{-§}, (c #0)

to‘plamda aniglangan.

Rayshanki,

cx+d r_'z x+‘_-f_ C
c
o be-ad _d _4a
Dcmak, y“i—:"'?, [a“_ 02 ] B""C"! T"C]

Uning grafigini y = 2 funksiya grafigi yordamida chizish mumkin.
X
3°. Darajali funksiya. Ushbu
y=x' (x20)

ko‘rinishdagi funksiya darajali funksiya deyiladi. .

Bu funksiyaning aniglanish to‘plami a ga boglig. Darajali funksiya
(0, +e) da @ > 0 bo‘lganda o‘suvchi, a < 0 bo‘lganda kamayuvchl
bo‘ladi. y = x* funksiya grafigi tekislikning (0, 0) va (1, 1) nugtalaridan
o‘tadi.
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X

y=g
agi funksiya ko ‘rsatkichli funksiva deyiladi. Bunda ae R,
Ko‘rsatkichli funksiya (-ee, +e2) da aniglangan, Vxe R da

(0, 1) nugtasidan o‘tadi.
mik MSiYB. Ushbu
y=log, x
funksiya logarifinik funksiya deyiladi. Bunda a > 0, a # 1.
funksiya (0, +e) da aniglangan, y = & funksiyaga
teskari; @ > 1 bo‘lganda o‘suvchi, 0 < @ < | bo‘lganda
i bo‘ladi.
) ifmik fi_mksiyalaing grafigi OY o*gning o‘ng tomonida joy-
: tekislikning (0, 1) nugtasidan o‘tadi.

6°. Trigonometrik funksiyalar. Ushbu

y=sinx, y=cosx, y=1tgx, y=ctgx,

y=secx, ) =CO0secx

styalar trigonometrik funksiyalar deyiladi.

Yy=sinx, y=cosx funksiyalar R = (—e, +e) da aniglangan,
 funksiyalar Vx e Rda
-1<sinx <],
Ushbu y = tgx funksiya

.X=R\{xeR|x=(zk_+1);; k=0,+1,+2, }

mda aniglangan n davrli funksiya, ctgx, secx, cosecx funksiyalar
tgx lar orqali quyidagicha ifodalanadi:

1
C "
_tsx Sl

-1<cosx <l

3




x x

- e¥te e* g™ 2 lgX et

2 2 7 Xye X’ Fg X

funksiyalar giperbolik (mos ravishda giperbolik sinus, giperbolik kosinus,
giperbolik tangens, giperbolik katangens) funksiyalar deyiladi va ular
quyidagicha

e

X% eX e e eX+e”*
shx = 7 chx = 5 thx = g cthx = s
kabi belgilanadi.

8°. Teskari trigonometrik funksiyalar. Ma’lumki, y = sinx funksiya
R da aniqlangan va uning giymatlari to‘plami
Y, =[-1, 1]
bo‘ladi.
Agar x € [—g 2 | bosa, u holda X -[-3 3w =1
to‘plamlarning elementlari o°zaro bir giymatli moslikda bo‘ladi.
y = sinx funksiyaga nisbatan teskari funksiya
y = arcsin x
kabi belgilanadi.
Shunga o‘xshash y = cosx, y =tgx, y = ctgx funksiyalarga nis-
batan teskari funksiyalar mos ravishda
y = arccosx, y =arctgx, y =arcctgx
kabi belgilanadi.
Ushbu y =arcsinx, y =arccosx, y =arctgx, y =arccigx,
funksiyalar teskari trigonometrik funksiyalar deyiladi.

Mashglar
1. y = 2 funksiya grafigiga ko‘ra y = ax? + bx + ¢ funksiyaning
grafigi chizilsin.
2. y =1 funksiya grafigiga ko'ra y =
chizilsin.
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ax+b
cx+d

funksiyaning grafigi

oA i 12- ma’ruza
W Funksiya limiti

e, ‘;lmning limit nuqtasi. Aytaylik, biror X < R to‘plam va
nugta berilgan bolsin. -

1a’rif. Agar x, nugtaning ixtiyoriy

U,(x) =(xy —€, x5 +€), (Ve>0)

X to‘plamning x, nugtadan fargli kamida bitta nuqtasi, ya’ni
. Ve>0, Ixe X, x#xp: |x-x|<¢

nugta X to‘plamning /imit nugtasi deyiladi.

ellar. 1. X= [0, 1] to‘plamning har bir nuqtasi shu to‘p-
limit nuqtasi bo‘ladi.

= (0, 1) to‘plamning har bir nuqtasi va x; = 0, x = 1 nuqgtalar
nning limit nugtalari bo‘ladi.

l{l, % ) % : %, } to‘plamning limit nuqtasi x, = 0 bo‘ladi.

N = {1, 2, 3, ...} to‘plam limit nugtaga ega emas.
‘rif. Agar x, nugtaning ixtiyoriy
)=(x, X +e) (U (x)=(x ¢ X)), (Ve>0)
1 (chap atrofida) X to‘plamning kamida bitta nuqtasi
p Dugta X to‘plamning o ‘ng (chap) limit nuqtasi deyiladi.
J- Agar ixtiyoriy ¢ € R uchun
_ U,_-(+°°)={XER|X>C}
a X to‘plamning kamida bitta nugtasi bo‘lsa, «+ee» X to‘p-
limit «nugta»si deyiladi.
ixtiyoriy ¢ € R uchun
U (—)={xe R|x<c}
da X to‘plamning kamida bitta nugqtasi bo‘lsa, «—oo»
mning limit «nuqta»si deyiladi.
Igan ta’rif va misollardan ko‘rinadiki, to‘plamning limit nuqtasi
a tegishli bo‘lishi ham, bo‘Imasligi ham mumkin ekan.
Pma. Agar x; € R nugta X< R to‘plamning limit nuqtasi
holda x, nuqtaning har qanday
& U (xy) =(x; —€, x5 +€), (Ve >0)
A to'plamning cheksiz ko‘p nugtalari bo‘ladi.
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« Aytaylik, x, nugta X to‘plamning limit nugtasi bo‘lsin. Teorema
tasdig‘ining teskarisini faraz gilaylik: x, nuqtaning biror Us, (x;)

atrofida X to‘plamning chekli sondagi x;, x,, ..., X, nuqtalarigina
bo‘lsin. U holda
min{| xo - x; |, | x - % Loy Ixo—x, 1, 85}=8

deb olinsa, x, nuqtaning U (X,) atrofida X to‘plamning X, dan
fargli bitta ham nuqtasi bo‘lmaydi. Bu esa x; nugta X to‘plamning
limit nuqtasi bo‘lishiga ziddir.

Z- teorema. Agar x, nuqta X'c R to‘plamning limit nuqtasi bo‘Isa,
u holda shunday sonlar ketma-ketligi {x,} topiladiki,

1) Vne Ndax, e X, x, #X;

2) n— e dax, - x, bo'ladi,

<« Aytaylik, x; € R nugta X c R to‘plamning limit nuqtasi bo‘Isin.
Unda |- ta'rifga binoan

ve>0, 3Ix, e X, x,#x5: |x,-x|<e
bo‘ladi. Jumladan,
e=luchun 3x;e X, x; #x: |x-x]<]1,
€=%uchun3xzex. X # X" [xz-xnlcé,
[
E= 5uchun3x3eX Xy # Xp ! |x3-x0|<%,

......................................

......................................

bo‘ladi.

Natijada qaralayotgan teoremaning 1- shartini ganoatlantiruvchi
{x,} ketma-ketlik hosil bo‘lib, uning uchun Vne Nda |x, — Xo|< 1/n
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Keyingi munosabatdan esa # — e da x, — X,
kelib chigadi. »

Shuni ta’kidlash lozimki, 2- teoremaning shartlarini ganoatlanti-
ruvchi ketma-ketliklar koplab topiladi.
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2°. Funksiya limiti ta’riflari. Faraz qgilaylik, f(x) funksiva X c R
la berilgan bo‘lib, x; nuqta X' to‘plamning limit nugtasi bo‘lsin.
nugtaga intiluvchi ixtiyoriy {x,}:

Bs Xy o Xy ooy (X, €6 X, x, 2x5)
-ketlikni olib, funksiya qiymatlaridan iborat {f(x,)}:

f(xi), f(x2 ), kg f(x,,),

ketlikni hosil gilamiz.
4- rif. (Geyne ta’rifi.) Agar n — = da x, > x; (x, € X, x, # x,)
‘ladigan ixtiyoriy {x,} ketma-ketlik uchun n— e da f(x)—> b
.-'-& -ga f(x) funksiyaning x, nuqtadagi limiti deyiladi va
Xy da f(x) - b yoki

lim f(x)=1¢&

. X—Xp

lanadi.

ma. Agar n — o da

Xy (x,€eX, x, #x5) va o xg (VaeX, y, #x)

mrh {x,}, {y,} ketma-ketliklar uchun n —  da f (x,) > b,
bo‘lib b, # b, bo'lsa, f(x) funksiva x — x, da limirga

x*-16

=

?l'n_gx,, =4, (x,#24, n=1,2,..)
i olaylik. Unda

flx,) =20l md
x,, ~4x, Xp

s M=o da f(x,) - 2 bo'ladi. Demak,
x“- 16

-'-° J:2 -4x

;.,

=2.p
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« Ravshanki, n — e da

i 43 st
ALY e T Red M Rk .
bo‘ladi.
Bu ketma-ketliklar uchun
fogy= =, flx) = =1
bo‘lib, n — o da

fx) ==L flx) =1

bo‘ladi. Demak, berilgan funksiya X, = 0 nugtada limitga ega emas. | 4
5- ta’rif. (Koshi ta’rifi.) Agar ve > 0 son olinganda ham shunday

& = 8(¢) > 0 topilsaki, ¥x€ X (Us (%) \ {x}) uchun
| f(x)-b|<e
tengsizlik bajarilsa, b soni £ (x) funksiyaning X, nugtadagi limiti deyiladi:
lim f(x)=b.

Bu ta’rifni gisqacha quyid:]gicha ham aytish mumKin:
ve>0, 35=5(e)>0, Vxe X N(WUs(x) \ (XD, | f(¥) = bl<e
bo‘lsa, }% f(x)=b.
- C =const (Ce R)bo'lsin. Bu funksiva uchun

lim f(x)=C

X=Xy

3- misol. f(x)

bo‘ladi.
4- misol. Ushbu f(x) = 3‘;} funksiyaning x, = 1 nugtadagi li-
miti 2 ga teng ekani ko‘rsatilsin.
« Ve > 0 soniga ko‘ra §=¢ deb olsak, u holda | x-1] <8 (x#1)
tengsizlikni ganoatlantiruvehi ixtiyoriy x da
x?-1

x-

=|x+l-2[=|x-—1|<5=8

S
bo'ladi. Demak, lim =— =2. >
x—X) 1

X=—
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uchun %
L

x=0 X T

4 M2’lumki, x € (0. ;) uchun

. l!"»ilflx(lxccl
2 X< 78X

. Bu tengsizliklardan, funksiyalarning juftigini hisobga olib,

cosx < X o
X

miz. Keyingi tengsizliklardan esa

'=I-§-2£< 1-cosx = 2sin? ; <2.£= ﬁ

chiqadi. ’

0 ni olib, &= min{e; 1} deyilsa, unda Vx, |x| <3,

si
X

o BIRX

e ele

ol. Ushbu

f(x)=d*, a>0, xe R, =0

lim a" =1
x=0

e - '
bo! 1mi:lsan holni garaylik. Bu holda f(x) funksiya gat'iy

Rl
#5& HeR x<x=f(x)<fln): a <a?
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Ve > 0 sonni olaylik. Ma’lumki, n — « da
.a5 -1, tfi -1
bo‘lib, ketma-ketlik limiti ta’rifiga binoan
dme N, Vn>n : a::i <l+e,
dmeN, Yn>n,: a_% <l-g¢

boladi. Endi n, = max{m,, n,}, & =% deyilsa, unda

Vx, Ix—0]<5ﬁ-l<x<—]-
n M

bo‘lganda
i 1
a" <a* <a" = 1-e<a* <l+eo|ad* -1|<e

bo‘ladi. Demak, lima* =1,
x—0

0 < a < 1 bo‘lganda 11_133 a* =1 bo'lishini isbotlash o‘quvchiga

havola etiladi. »

6- ta’rif. Agar Ve > 0 son olinganda ham shunday § > 0 son
topilsaki, Vx e X N (Us(xp) \ {xq}) uchun f(x) > ¢ tengsizlik bajarilsa,
f(x) funksiyaning x, nugtadagi limiti +e deb ataladi va

fim £(x) = 4+
kabi belgilanadi. Masalan,
f(x)= ;‘2— (x #0)

funksiya uchun lim — = 40

bo‘ladi.
Aytaylik, f(x) funksiya X < R to‘plamda berilgan bo‘lib, x,= +°
nugta X to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin.
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1 | - )
ladi. U holda Ve>0, 3ny, Va>ny: (":”) <& bo‘ladi.

g | f(x)-b|<e

bajarilsa, b soni f(x) funksiyaning X, =+ dagi limiti deyiladi

lim f(x)=b

X—4oo

Aytaylik, X = (0, +e), X, =+, f(x)= % bo‘lsin. U

lim -l+=0

X—4ea X

n ham, Ve > 0 sonni olaylik. Ravshanki, ¥x > 0

|
l_.0|=1<e¢=x>-.
X X €

emak. & = 1 deyilsa, unda V¥x > § uchun
§ E

1

— =
&

_l_-O’= -l-v<
X p o

Faraz qgilaylik,
f(x).—.g, asi, meN, X=R

fim X= =0
X—r4eo g’-"
> 0 sonni olaylik. Ma’lumki, n — e da
(MP“ -0
a

81




Agar C = n, deyilsa, unda Vx > C uchun
x™ ([x]+™

-

m

X

E
x

a

m

bo‘ladi ([x]= n, = C). Demak, llm—~—U.P‘

""""’a

9- misol. Ushbu lim (1 e é)x —e

X—r+4e0

munosabat isbotlansin.
4 Ye > 0 sonni olamiz. Ma’lumki, n — = da

1 n
(1+—) — e,
n

(1+- ) ')n -(l+—1-)m i —e
nel] n+l ne2

Limit ta’rifiga binoan,
Ve > 0,

e-£<(l+—-——) (1+ )Ml<e+e

dnge N, Vn>n:

bo‘ladi.
Endi C = n, desak, u holda Vx > C uchun

1 x) lx 1 x el
e-e<[l+[~m] <(l+;) <[l+mj <e+E

: 1V
bo‘lib, (1+-£) —el<e

X
bo‘ladi. Demak, lim 1+l) P

3°. Funksiya limiti ta’riflarining ekvivalentligi.

3- teorema. Funksiya limitining Koshi hamda Geyne ta’riflari
ekvivalent ta’riflardir. _

« Koshi ta’rifiga ko‘ra b soni f(x) funksiyaning x, nugtadagi
limiti bo‘lsin:
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lim f(x)=b.
x—u:u

50, 35>0, Vxe X, |x-x <3, x#x

| f(x)-b|<e (0]

, nuqgta — X to ‘plamning limit nugtasi. Unda 2- teoremaga
tma-ketlik topiladiki, n — = da x, - x; (x,#x, n=1,

Ketma-ketlik limiti ta’rifiga binoan

§>0, 3mpe N, Va>ny: |x, —xo| <8 (2)

. va (2) munosabatlardan n > ny uchun

f(x,)-bl<e

chigadi. Bu esa b sonining Geyne ta’rifi bo‘yicha f(x)
g X, nuqtadagi limiti ekanini bildiradi.

1 Geyne ta’rifi bo‘yicha f(x) funksiyaning x, nuqtadagi
Teskarisini faraz qilamiz, ya’ni f(x) funksiyaning x,
iti Geyne ta’rifi bo‘yicha b ga teng bo‘lsa ham, Koshi
limiti bo‘Imasin. Unda biror g, > 0 uchun ixtiyoriy
linganda ham 0 < | x - x, | < & ni ganoatlantiruvchi biror

| f(x") - 8] =g,

intiluvehi musbat sonlar ketma-ketligi {5,) i olaylik:
n—e~ dad, >0 (§,>0 n=12,.).

0<|x,-x <8, =|flx,)-b|z¢g (3)
smmo 3§, - 0 da x, — x,, demak, Geyne ta’rifiga asosan
f(x,)—>b

5‘1_ (3) ga ziddir. Demak, b soni Koshi ta’rifi bo‘yicha ham
2 X, nuqgtadagi limiti bo‘ladi. P

n.-n o‘ng va chap limitlari. Aytaylik, f(x) funksiya
| ben!gan, X, nuqgta X ning chap limit nuqtasi va

(X -7 x)cX, (y>0)
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8- ta’rif. Agar
Ve>0, 38>0, Vxe(x -8, x): |f(x)-ble
bo‘lsa, b son f(x) funksiyaning x, nuqtadagi chap limiti deyiladi va
= lim f(x)=f(x, -0)
x—xp-0

kabi belgilanadi.

Faraz qilaylik, f(x) funksiya X c R to‘plamda berilgan, x, nuqta
X ning o‘ng limit nuqtasi va

(x, p+yY)c X, (y>0)
bo‘lsin,
9- ta’rif. Agar
ve>0, 36>0, Vxe(xy, X +38): | f(x)-bl<¢
bo'lsa, b son f(x) funksiyaning x, nuqtadagi o‘ng limiti deyiladi va

b= tim /(x)=/(x+0)

kabi belgilanadi.
Masalan,

1, agar x>0 bo'lsa,
f(x)=4{0, agar x =0 bo'lsa,
-1, agar x <0 bo‘lsa
funksiyaning 0 nugtadagi o‘ng limiti 1, chap limiti —1 bo‘ladi.
Mashgqlar
1. Ushbu
lim f(x) =4ee,  lim f(X) = +eo,
lim f(x)=—, lim f(x)=—
limitlarning ta’riflari keltirilsin.
2. Ushbu f(x) = siug funksiya x, = 0 nuqtada limitga ega emas-
ligi isbotlansin.
3. Limit ta'rifidan foydalanib, lim L = e bolishi isbotlansin.
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funksiya a nugtada b limitga ega bo‘lishi uchun uning shu
i o'ng va chap limitlari mavjud bo'lib,

fa+0)=f(a-0)=b
o‘rinli bo‘lishi zarur va yetarli bo‘lishi isbotlansin.

13- ma’ruza
a ega bo‘lgan funksiyalarning xossalari.
Limitning mavjudligi

ega bo‘lgan funksiyalarning xossalari. Chekli limitga
inksiyalar ham yaqginlashuvchi ketma-ketlik singari qator

i s f(x) funksiva X< R to‘plamda berilgan bo‘lib,
ning limit nugtasi bo‘lsin.
Agarx —» X, da f(x) funksiya limitga ega bo'lsa, u yagona

ssaning isboti limit ta’riflarining ekvivalentligi hamda
llmmnmg yagonaligidan kelib chiqadi. »

lim f(x)=b, (b— cheklison)

x-xp

da x, nuqtaning shunday U;(x,), (8> 0) atrofi topi-
ofda f(x) funksiya chegaralangan bo‘ladi.

lim f(x)=5

X=Xy

¢siya limiti ta’rifiga binoan

y 38> 0, Vxe X N(Us(xp) \{xo}) da | f(x)-b]<Ee,

€< f(x) < b +ebo'iadi. Keyingi tengsizliklardan f'(x) funk-
X nuqtaning Uj(x,) atrofida chegaralanganligi kelib chi-

Jas i

hm f(x)=»b
,? 750 Isa, u holda X, nuqtaning shunday Us(x,) atrofi
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. fx)<p
bo‘ladi.
<« Shartga ko‘ra
lim f(x)=b.
X=4XQ

Funksiyaning limiti ta’rifiga ko‘ra € = p — b > 0 uchun shunday
8 > 0 son topiladiki, Vxe X, |x-x;/<8, x # X, uchun
If(x)-bl<e= f(x)<b+e=p

bo‘ladi. Bu esa Vx e Ug(x,) da f(x) < p bo‘lishini bildiradi.
Faraz qilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar X c R to‘plamda berilgan
bo‘lib, x, € R nuqta X to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin.
4- xossa. Agar
lim f(x) =4, lim g(x)=25b
X33 X—Xp
bo'lib, Vx € X da f(x) < g(x) tengsizlik bajarilsa, u holda b, < b,
ya'ni
lim f(x) < lim g(x)
X—Xp X=4Xg

bo‘ladi.
. ].im e ) Em -
< Aytaylik, x_’%Jf(x) b H‘ﬂg(x) b,
bo‘lsin.

Funksiya limitining Geyne ta’rifiga ko‘ra x; ga intiluvchi ixtiyoriy
X, > X, (x,€ X, x, #%)
ketma-ketlik uchun _
n—e da f(x,)>b, g(x,)->b 8y
bo‘ladi.
Ravshanki, Vne N da
J(x,) s g(x,). @)
Yaginlashuvchi ketma-ketlikning xossalaridan foydalanib, (1) va
(2) munosabatlardan lim f(x,) < lim g(x,), ya’ni b, < b, bo‘lishini
X—¥Xp x—3Xp
topamiz. »
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ossa. Faraz qilaylik,
fim f(x)=b, lim g(x) =5, (b, be R)
XXG X—rXp
yjud bo‘lsin. U holda
R da lim(c- f(x))=c-lim f(x);
iy X=X X-»x0
(x)+g(x)) = lim £(x)+ lim g(x); |
’ X=Xy XXy

n(/f(x) g(x) = lim f(x)- lim g(x);

; 100 lim f(x)
Who'lsa, lim —=—2 =X “ladi.
& b, = o £ lim 500 kg

ning isboti sonlar ketma-ketliklari ustida arifmetik
i hagidagi ma’lumotlardan kelib chigadi.

i o
- s s XXX A=
ol. Ushbu  lim—="-" 2

x=l x-1

yugoridagi xossalardan foydalanib hisoblaymiz:
4 bt X =n o (D2 -D (2D F 1)

L Xl x—1 x-1 Bl -
(x~l)[l+(x+1)+(r)+x+l)+ +(x"”1+9.”‘2+x+1)]
x—1

n(n+l) >

=1+243+...+n= 5

f U&hbu ]jm l-cos x

x—0 xz

, 1 -cosx =2sin?

v .
(UMK

;. Shuni hisobga olib topamiz:

3in2 % .
l—cosx sin > ), | B8

2
b, MT'?R 2
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sinx :r.m)c
| 7 N 5 i 2 1
= - -lim — Ja
2 il_l'.'la X x=0 X 2 ®
2 2

2°. Funksiya limitining mavjudligi. Faraz gilaylik, f(x) funksiya
Xc R to'plamda berilgan bo‘lib, (xy ~y, x;) < X bo'lsin (y > 0).

Ravshanki, x, € R nuqta X to‘plamning limit nuqtasi bo‘ladi.
1- teorema. Agar f(x) funksiya X to‘plamda o‘suvchi bo‘lib, u
yugoridan chegaralangan bo‘lsa, funksiya x, nugtada

lim f(x)
x—xp-0
limitga ega bo‘ladi.
« f(x) funksiya giymatlaridan iborat bo‘lgan ushbu

F={f(0|xe X n{x<x}}

to‘plamni qaraymiz. Teoremaning shartiga ko‘ra bu to‘plam yuqoridan
chegaralangan bo‘ladi. U holda to‘plamning aniq chegarasining
mavjudligi hagidagi teoremaga ko‘ra £to‘plam aniq yugori chegaraga
ega. Uni b bilan belgilaymiz:

supF = b.

Endi, ljgl_u S (x) = b bo'lishini isbotlaymiz. Aniq yuqori chegara
ta'rifiga ko'ra:

1) Vvxe X n{x < x,} uchun f(x)<b;

2) e Xnfx<x), X <x: f(xX)>b-g, (Ve>0) bo'ladi.

Agar § = x) —x* >0 deyilsa, unda Vxe (X -8, x)n(x%-7, %)
uchun

b-e<f(x")Sf(x)<b<b+e

bo‘lib,
|f(x)-bl<e
tengsizlik bajariladi. Bu esa
lim f(x)=5
‘x—x5-0

ekanini bildiradi. P
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unga o‘xshash quyida keltiriladigan teorema isbotlanadi.
, f(x) funksiya Xc R to‘plamda berilgan bo‘lib,
+7) c X bo'lsin (v > 0). Ravshanki, x,e R nugta X to‘p-
limit nuqtasi bo‘ladi.

ema. Agar f(x) funksiya X to‘plamda kamayuvchi bo‘lib,
shegaralangan bo‘lsa, funksiya x, nugtada

lim f(x)

.t—-’x;|+0

ega bo‘ladi.
funksiya limitining mavjudligi hagidagi umumiy teoremani

ylik, f(x) funksiya Xc R to'plamda berilgan bo‘lib,
X to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin.
Agar Ve > 0 olinganda ham shunday &> 0 son topilsaki,

Xo(Us (%)\{%}), YreXn(Us(x)\{x})

, F)- S <e 0
Zlik bajarilsa, f(x) uchun x, nuqgtada Koshi sharti bajariladi

sol. Ushbu f(x) = xsin i funksiya uchun x, = 0 nuqtada
i bajariladi.

igatan ham, Ve > 0 songa ko‘ra & = % deyilsa, u holda

| Vxe XN, 0\ {0), Vye XN (0)\{0)

I 2 2

1 (ya'ni |x| <8, [y|< 8 uchun)

» L LT | ) | o 1
)| =|xsin_ ysmylslxsmxl-'rlysmyls

S|x|+|y|<§+ =g

2
2

2. (Koshi teoremasi.) f(x) funksiya x, nugtada chekli
bo‘lishi uchun bu funksiya x, nuqgtada Koshi shartini
- Zarur va yetarli.
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4 Zarurligi. f(x) funksiya x, nuqtada chekli limitga ega bo‘lsin:
lim f(x)=b.
|
Limit ta’rifiga binoan:
ve>0, 38>0, Vxe X (Us(x)\{x}) uchun

[ f)-b)[<5 @)
bo‘ladi. Shuningdek, Vye XN (Us(x;)\{xg}) uchun ham
| f»)-b) <5 ©)

bo‘ladi. (2) va (3) munosabatlardan

()= F ) <|f(x)-bl+[b-F(¥)<e
bo‘lishi kelib chigadi.
Yetarliligi. Aytaylik, f(x) funksiya uchun (1) shart bajarilsin. x;
nugtaga intiluvchi ikkita

Xy X (X, 2%, n=12,..), x,€X,
Yo% (Vp2X, n=12,..), y,eX
ketma-ketliklarni olamiz. Bu ketma-ketliklardan foydalanib, ushbu

Xis Vis X35 Vau ey Xy Yy o

ketma-ketlikni hosil gilamiz. Uni z, bilan belgilaymiz. Ravshanki, z,
ketma-ketlik uchun

2% (g#7x, n=1L2,..), 3,e X
bo‘ladi. Teorema shartiga binoan Ve > 0 soniga ko‘ra & > 0 sonni
olamiz. Modomiki, n — « da z, — x, ekan, unda limit ta’rifiga
ko‘ra:

>0, 3me N, Vn>ny: |z, —x|<e
bo‘ladi. Binobarin, ¥Ym > n,, Vn > n, uchun

Vf (zm) =S (z) <e

tengsizlik bajariladi. Bundan f(z,) ketma-ketlikning fyndamental
ekanligi kelib chigadi. Demak, f(z,) ketma-ketlik yaqinlashyvchi:

n—eda f(z,) > b.
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lim f(x)=b
X—3Xq

siz katta va cheksiz kichik funksiyalar. Aytaylik, o(x)
) funksiyalar X c R to‘plamda berilgan bo‘lib, x; € R nuqta
ing limit nuqtasi bo‘lsin.
if. Agar }ingﬂ a(x)=0

)) funksiya x — x, da cheksiz kichik funksiya deyiladi.
x — 0 da a(x) = sinx funksiya cheksiz kichik funksiya

Agar lim P(x) = e

X-4X(

t) funksiya x — x, da cheksiz katta funksiya deyiladi.
an, x — 0 da B(x) = i funksiya cheksiz katta funksiya

iz kichik hamda cheksiz katta funksivalar cheksiz kichik
siz katta miqdorlar kabi xossalarga ega bo‘ladi:

i sondagi cheksiz kichik funksiyalar yig‘indisi cheksiz

bo‘ladi.

ralangan funksiyaning cheksiz kichik funksiya bilan

cheksiz kichik funksiya bo‘ladi.

ar ox) (a(x) # 0) cheksiz kichik funksiya bo‘lsa

katta funksiya bo‘ladi.

par B(x) cheksiz katta funksiya bo'lsa, ~— cheksiz kichik

I
* ax)

2 bo‘ladi. _ L
Mashgqlar
lim o
n—e= 14x"
aniglanadigan funksiya topilsin.
lim sin(nvn® +1) limit hisoblansin.
nN—yoe
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14- ma’ruza
Funksiyalarni tagqoslash
1°. «O» va «o» belgilar, ularning xossalari. Faraz qilaylik, f(x)
va g(x) funksivalar X c R to‘plamda berilgan bo‘lib, x, nugta X to‘p-

lamning limit nugtasi bo‘lsin.
I1- ta’rif. Agar shunday o‘zgarmas C > (0 soni va shunday & > 0

son topilsaki, Vxe X N(Us(x;) \ {x}) uchun
|f (x)] < C [g(x)|

tengsizlik bajarilsa, ya'ni

ICe R, 38>0, Vxe X N(Us(x) \{xo}) : |f(x)| < C lg(x)|
bo‘lsa, x — x, da f(x) funksiya g(x) funksiyaga nisbatan chegara-
langan deyiladi va f(x) = O(g(x)) kabi belgilanadi.

Agar

3Ce R, Ide R, Yx, |x|>d: | f(x)]sC)|g(x)]
bo‘lsa, x — xy=e= da f(x) funksiya g(x) funksiyaga nisbatan chega-
ralangan deyiladi va yugoridagidek f(x) = O(g(x)) kabi belgilanadi.
Masalan, x —» 0 da x* = O(x) bo‘ladi, chunki xe(—1, 1) da

Ix?| < |x].
Agar f(x) funksiva x; nuqgta atrofida chegaralangan bo‘lsa,

x = x5 da f(x)=0(1) kabi yoziladi.

«O» ning xossalari:

- J(X) _

D i i =
bo‘lsa, x = x; da f(x) = 0(g(x)) bo‘ladi.

2) Agar x = x5 da f(x) = 0(g(x)) va g(x) = O(h(x)) bolsa, u
holda x — x, da f(x)=0(k(x)) bo‘ladi. Demak, x — x, da
0(0(h(x))) = O(h(x)).

3) Agar x - x5 da f(x) = 0(g(x)) va h(x) = O(g(x)) bo‘lsa, u
holda x — x, da f(x)+ h(x)=0(g(x)) bo‘ladi.

4 Agar x - x; da fi(x) = 0(g (x)) va f,(x) =0(g;(x)) bo‘l-
sa, u holda x — x; da f;(x)- £ (x) = O(g,(x)+g, (x)) bo'ladi.
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2- ta’rif: Agar har ganday ¢ > 0 son olinganda ham shunday 8 > 0

son topilsaki,
Vxe X N(Us(x) \{x, D)
uchun
| f(x) | <e|g(x)]
tengsizlik bajarilsa, ya'ni
ve>0, 33>0, Vxe X N(Us(xp) \{xo}): | f(x)|<e|g(x)]

bo‘lsa, x — x, da f(x) funksiya g(x) funksiyaga nisbatan yugori tartibli
cheksiz kichik funksiya deviladi va f(x)=o0(g(x)) yoki f =o(g)
kabi belgilanadi.

«o» ning xossalari:

I) Agar x — x, da f = o(g) bo‘lsa, uholda x - x, da /' =0O(g)
bo‘ladi.

2) Agar x — x5 da f =o0(g), g =o(h) bo'lsa, n holda x — x; da
f = o(h) bo‘ladi. Demak, o(o(h)) = o(h).

3) Agar x — x; da f; = o(g), f, =o0(g) bo'lsa, uholda x — x, da
i + f; = o(g) bo'ladi.

9 Agar x — xyda f, = 0(g)), f, = 0(g;) bo'lsa, uholda x — x, da
S - f; =o(g - g) bo'ladi. Demak, o(g,)-0(g,) =o(g, - &,).

2°. Funksiyalarning ekvivalentligi. Autaylik, f(x) va g(x) funksiyalari
X c R to‘plamda berilgan bo'lib, x; nugta X to‘plamning limit nugtasi
bo‘lsin.

3-ta’rif. x - x, da f(x) va g (x) funksiyalar (x # x; da g(x) # 0)
uchun

Bia & _4q
x-x 8(X)
bo'lsa, x — x; da f(x) va g(x) ekvivalent furksiyalar deyiladi va
f(x) ~ g(x) (x = x;) kabi belgilanadi.
Masalan, x — 0 da f(x) = sinx va g(x) = x funksiyalar ekvivalent
funksiyalar bo‘ladi: sinx ~ x (x — 0).
1- teorema. x — x, da f(x) va g (x) funksiyalar (x#x, da g(x) #0)
ekvivalent bo‘lishi uchun -
g(x) - f(x) = o(g(x))
tenglikning o‘rinli bo‘lishi zarur va yetarli.
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—

o Zarurligi. x — x, da f(x) ~ g(x) bo‘lsin. Ta’rifga binoan

lim =—— J(x) =]
x-% &(X)
bo‘lib, undan
fim [1 f(x)] lim 8=/ _
X=X (x)] xox &)

bolishi kelib chigadi. Demak, g(x) - f(x) = o(g(x)).
Yetarliligi. x — x, da g(x) - f(x) = 0(g(x)) bo‘lsin. U holda
x — X, da
_S(x) _ g(x)-f(x) _ o(g(x))

gx) gx)  g(x)

bo‘lib, undan

lim [1 - M] = jim £/ g

XX £2(x) XX g(x)
bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa

JS(x)
P—w g(x) Tt
ya’'ni f(x) ~ g (x) ekanini bildiradi. >
«~» ning xossalari:

1) Har ganday funksiya uchun x — x; da f(x) ~ f(x) bo‘ladi.
2) Agar x — x, da f(x) ~ g(x), g(x) ~ h(x) bo‘lsa, x — x, da
f(x) ~ h(x) bo‘ladi.
3) Agar x — xo da f(x) ~ &(x), f(x) ~ &(x) bo‘lsa, x — x; da
Iy (x) H(x) ~ &(x) - g(x) bo‘ladi.
. Funksiyaning asimptotik yoyilmasi. Autaylik,

J(%) =¢, =const #0
x—xy 81(x)
bo‘lsin. Unda x — x5 da f(x) ~ cg,(x) bo'lib,
f(x) =g (x)+o0(g (x))
bo‘ladi. Bu holda ¢,g,(x) funksiya x — x, da f(x) funksiyaning bosh
qismi deyiladi.
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qﬂnyhk, x = X, da ¢,8(x) (¢, = const # 0) funksiya
x) ning bosh gismi bo‘lsin. U holda x — x, da

S (x)-c8 (x) ~ 28 (x)
f(x) =g (x)+ 8 (x)+0(g (x))

yonni marta takrorlab, x — x; da f(x) funksiyani
__yoz:sh mumkin:

) =68 (x) + 68 (X)+ ..+ 6,8, (x) +o(g (x)) (1)
va

gia () =0(& (x), (=12 .,n).

da, (1) formula x = x, da f(x) funksiyaning asimptotik

;:; jan foydalanib, funksiyalarning limitini topish.
¢ ekvivalentligiga asoslangan holda funksiyalarning
shda foydalaniladigan teoremani keltiramiz.

L Agar x - x, da f; (x) - £y (¥), 8 (x)~ g (x) bo"

lim Ji(x)
x-xp & (x)

d bolsa, u holda

lim fZ(.x)
x—x & (X)

anm manUd va

im 20 _ i A

X=X gz(x) XX gl (x)

aylik, x > x, da fi(x)~ /o (x), & (x)~ & (x) bo'lsin.

ravsha i, x — x, da

fr (x) = fi (x)+0(f (%)),
& (x) =g (x)+o(g (x))
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bo‘ladi. Bu munosabatlardan foydalanib topamiz:
H(x) _ H(x)+e(f(x)) _ A(x)

=gy <
D el aGRal) o 5T
. Hm COS Xx—C0S2 X
Misol. Ushbu m -
limit hisoblansin.
L I
. COSX—COS2X 25"‘_'_'5“15
<4 Ravshanki, hm 2 — = lim 3
X— x x—0 X

3x  3x

Endi sin 5= = ==+ 0(x) va sin ; = ; +0(x) bo‘lishini e’tiborga

olib, topamiz:

2sm— sm— ‘ >x+0(x) 1 X+0 -")J x? +o(x? ) 3
i ———t——=. = 2 lim 2!1m PR 2

x=0 x—0 x=0 xz

cosx-sin2x 3

li 0y
Demak, m 3 g

Mashgqlar

1. Aytaylik, ne N: @, a,,..., a, € R bo'lsin. U holda x — +e= da
X"+ ax"! + ax"? + ...+ a,,x+a, =0(x")
bo'lishi isbotlansin.

2. Agar x - x, da f(x)ﬁg(x)=0(f(x))
bo'lsa, x — x, da

f(x)-g(x)=0(g(x))
bo‘lishi isbotlansin.
3. Agar x 5 xpda £ (x)~ f2(x), & (x)~&(x)

bo‘lsa, x — x; da

Si (x)+ fo(x) ~ & (x) + & (x),

A@-AE) -8 ()-8 ()
munosabatlar o‘rinli bo‘ladimi?
96

'

et 4-BOB
"~ FUNKSIYANING UZLUKSIZLIGI VA
- TEKIS UZLUKSIZLIGI

15- ma’ruza

Funksiyaning uzluksizligi tushunchasi

uzluksizligi ta’riflari. Faraz qilaylik, f(x) funksiya
‘plamda berilgan bo‘lib, x; € X nuqgta X to‘plamning limit
bo‘lsin.

E{gf(x)=f(xn) (1

(x) funksiva x, nugtada uzluksiz deyiladi.
ak, f(x) funksiyaning x, nuqtada uzluksizligi ushbu

1) lim f(x) = b ning mavjudligi,
X=X

= £(x,) bo'lishi
ing bajarilishi bilan ifodalanadi.
Misollar. I. Ushbu
f(x)=x"+x? +1
ksiya Vix, € R nugtada uzluksiz bo‘ladi, chunki

: A 4 i =
}_ﬂf(x)_xlirg(x +xX2 +1) =05+ +1= f(%).
2. Ushbu

£(x) = (signx)? ={

(k-

I, agar x#0 bo‘lsa,
0, agar x=0 bo‘lsa

ksiyani garaylik. Ravshanki, Vx, ¢ R nuqtada hm f(@y=1

:@M Demak, qaralayotgan funksiya Vx, € R, x#0 nuqtada uzluk-
S ho‘l.adl Ammo f(0) = 0 bo‘lganligi sababli

11111 Sf(x) = f£(0)
b ‘ladl Demak, f(x) funksiya x, = 0 nuqgtada uzluksiz bo‘Imaydi.

.‘x
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Funksiya limitining Geyne va Koshi ta’riflariga binoan x; funk-
siyaning nuqtadagi uzluksizligini quyidagicha ta’riflash mumkin.

2- ta’rif. Agar

n—e~ da x, > X, (x,e X, n=1,2,..)
bo‘ladigan ixtiyoriy {x,} ketma-ketlik uchun
n—e da f(x,)—> f(x)

bo‘lsa, funksiya x, nugtada uzluksiz deyiladi.

3-ta’rif. Agar Ve > 0 son olinganda ham shunday & = 8(¢) > 0
son topilsaki,

Vxe XNUs(xy)

uchun | F(x)-F(x) | <e

tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya x, nugtada uzluksiz deyiladi.
Odatda, x — x, ayirma argument orttirmasi, f(x) — f(x) esa
funksiva orttirmasi deyilib, ular mos ravishda Ax va Af kabi belgilanadi:

AX =X =Xy, Af = f(x)=f(xg) =[x +Ax) = f(x).
Unda funksiya uzluksizligining 1- ta’rifidagi (1) munosabat ushbu
- @
ko‘rinishga keladi. Demak, (2) munosabatni funksiyaning x, nuqtada
uzluksizligi ta’rifi sifatida garash mumkin.
Aytaylik, f(x) funksiya X< R to‘plamda berilgan bo‘lib, x, € X

nugta X to‘plamning o‘ng (chap) limit nugtasi bo‘lsin.
4- ta’rif. Agar

I_ljglmf(x) = f(x), (xiig4)f(x) = f(x))
bo‘lsa, f(x) funksiya x, nugtada o ‘ngdan (chapdan) uzluksiz deyiladi.
Demak, f(x) funksiya x, nugtada o‘ngdan (chapdan) uzluksiz
bo‘lganda funksiyaning o‘ng (chap) limiti uning x, nuqtadagi giymatiga
teng bo‘ladi:
S(xg +0) = f(xp), (f(x9-0)= f(xp)).

Keltirilgan ta’riflardan, f(x) funksiya x, nuqgtada ham o‘ngdan,
ham chapdan bir vaqtda uzluksiz bo‘lsa, funksiya shu nugtada uzluksiz
bo‘lishini topamiz.
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n, f(x) funksiyaning x, nuqtada uzluksiz bo‘lishi, Ve > 0
+ ham unga ko‘ra shunday § = §(e) > 0 topilib,

vxe Us(xp)c X = f(x)e U (f(x))

ni bildiradi.

ta’rif. Agar f(x) funksiya X c R to‘plamning har bir nugtasida

bo‘lsa, f(x) funksiya X to‘plamda uzluksiz deyiladi.

*if. X c R to‘plamda uzluksiz bo‘lgan funksiyalardan iborat

uzluksiz funksiyalar to ‘plami deyiladi va C(X) kabi belgilanadi.

' f(x) e Cla, b] bo'lishi, f(x) funksiyaning [a, b] seg-

 har bir nuqtasida uzluksiz, ya’ni f(x) funksiya (a, b) inter-

bir nugtasida uzluksiz, @ nuqtada o‘ngdan, b nuqgtada

an uzluksiz bo‘lishini bildiradi.

uksiz funksiyalar ustida amallar. Misollar. Uzluksiz funk- '
indisi, ko‘paytmasi va nisbatining uzluksiz funksiya

agi tasdiglarni keltiramiz.

f(x) va g(x) funksivalar X< R to‘plamda berilgan |
X nugtada uzluksiz bo‘lsin. U holda:

R da ¢ - f(x) funksiya x, nugtada uzluksiz bo‘ladi;

) + g(x) funksiya x, nugtada uzluksiz bo‘ladi;

* g(x) funksiya x, nuqgtada uzluksiz bo‘ladi;

B (2(x) = 0) funksiya x, nugtada uzluksiz bo'ladi.

aning tasdiglari uzluksizlik ta’rifi hamda limitga ega
valar ustida arifmetik amallar hagidagi teoremadan
Masalan, teoremaning d) tasdig‘i quyidagicha isbotlanadi:

9 “:lig'lb_f(x) = [ (%), xlgrgo g(x)=8(x)=
L(f(x)- g(x)) = xli.ri’o f(x)'ji’% g(x) = f(x)- &(x). »
misol. f(x)=¢c, ce Rbo'lsin. Unda f(x)e C(R) bo‘ladi.

Haqxqatan ham, Ve > 0 ga ko‘ra § =¢ deyilsa, u holda
‘%: lx=x |<8: | f(x)-flx)|=|c-c|=0<e

f(x)=x, xe Rbo‘lsa, u holda f(x)e C(R) bo‘ladi.
gatan ham, Ve > 0 ga ko‘ra § =¢ deyilsa, u holda
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vx, |x-%|<8: | fOO)-flx)]=lx=x|<b=¢
bo‘ladi. P
3- misol.
f(x) =gpx™ +a,x™ +...+a, x+a,; meN, &, &, .., a,cR

bo‘lsin. U holda f(x)e C(R) bo‘ladi.

<« Bu tasdigning isboti 1- va 2-misollar hamda 1-teoremadan
kelib chigadi. P

Shunga o‘xshash ushbu

apx™ +ax™ T Al 1 X+
i s Byx"+bx" V4 4B, x+b,
funksiyaning (bunda m,ne N; ay,a,,...,8,,b, b, ..., b, € R)
{xe R\ byx" + bx" +...+ b, x+ b, = 0} .

to‘plamda uzluksiz bo‘lishi ko‘rsatiladi.

4- misol. f(x) = sinx bo‘lsin. U holda f(x)e C(R) bo‘ladi.

4 x,e R nuqtani olib, Ve > 0 ga ko‘ra § = ¢ deymiz.

Unda Vx, |x-xl<38:

X+Xg
2

X=X

|sin x - sin xy| = 2 | cos -sin |<|x—-x4] <8=¢

bo‘ladi. P

Xuddi shunga o‘xshash f(x) = cosx funksiya R da, f(x) = tgx va
f(x) = ctegx funksiyalarning esa o‘z aniglanish to‘plamlarida uzluksiz
bo‘lishi ko‘rsatiladi.

5-misol. f(x)=a", a>0 bo‘lsin. U holda f(x)e C(R)

bo‘ladi.
<« Ravshanki, x-hx:n (@™ -1)=0.
Unda

0= lim (a""“’ -—l)ﬁ lim E"“(a’—a““):ﬁa

:a"’ llm(a -—a*") 0 < lim a* =a™
]

bo‘ladi. »
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I ‘ -1, agar x<0 bo'lsa,
j‘ e f(x)=4 0, agar x=0 bo'lsa,

e ' 1, agar x>0 bo'lsa
nksiya uchun
f(#0)=1, f(-0)=-
ksiva X = R\ {0} to‘plamda uzluksiz bo‘ladi.
iyaning uzilishi. Aytaylik, /(x) funksiya (a, b)da
< +00) berilgan bo‘lib, X, € (a, b) bo'lsin.
i, f(x) funksiyaning x, nuqgtadagi o‘ng va chap limitlari
flxg +0), f(xg-0) (3

f(x) =0) = fxp) = f(x,+0) 4)
‘rinli bo‘lsa, u holda f'(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz bo‘lar

!
l ﬁinksiya X, nuqtada uzluksiz bo‘lmasa, unda x, nuqta
‘ ng uzilish nugtasi deyiladi.

(3) limitlar mavjud va chekli bo‘lib, (4) tengliklarning
bo‘lmasa, x, nuqta f(x) funksiyaning birinchi tur
deyiladi.
flx +0), f(xo-0)
aning x, nuqtadagi sakrashi deyiladi.

g) [x] funksiya x = p (pe Z) nuqgtada birinchi tur
unki
f(p+0)=p, f(p-0)=p-1

f(p+0)= f(py -0)

-

bo‘lmaganda (3) limitfarning birortasi mavjud bo‘lmasa
‘Isa, x, nuqta f(x) funksiyaning ikkinchi tur uzilish
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Masalan, ushbu

s~
= # 0 bo'lsa
f(x):{smx' agar x )
0, agar x=0 bo‘lsa
funksiya x = 0 nuqtada ikkinchi tur uzilishga ega bo‘ladi, chunki bu
funksiyaning x = 0 nugtadagi o‘ng va chap limitlari mavjud emas.

4°. Murakkab funksiyaning uzluksizligi. Faraz qilaylik, y = f(x)
funksiya X c R to‘plamda, u = F(y) funksiya esa Y, to‘plamda anig-
langan bo‘lib, ular yordamida u = F(f(x)) murakkab funksiya tuzil-
gan bo‘lsin.

2- teorema. Agar y = f(x) funksiya x;e X nuqgtada, ¥ = F(y)
funksiya esa y,e ¥, nugtada (y, = f (x,)) uzluksiz bolsa, Af(x)) funksiya
X, nugtada uzluksiz bo‘ladi.

< u = Hy) funksiya y,e ¥, nuqtada (y, = f(x,)) uzluksiz bolgani
uchun

Ve>0, 36>0, Vy, |y=-yl<o: | F(»)-F(y)l<e, (5

ya'ni | F(f(x)) = F(f(x)) | <€ bo‘ladi.
Shartga ko‘ra y = f(x) funksiya x,e X nugtada uzluksiz. U holda
yuqoridagi o > 0 ga ko‘ra

38>0, Vx, |x-x]<8: | f(x)~f(x)] <o,

ya'ni ly-»l<o - ©6)
bo‘ladi.
(5) va (6) munosabatlardan

Ve>0, 38>0, Vx, |x-x|<8: |F(f(x)-F(f(x))|<e

bo‘lishi kelib chigadi. Demak, F(f(x)) funksiya x, nugtada uzluksiz. »

5°. Monoton funksiya uzilish nuqtasining xarakteri.

3- teorema. [a, b] c R da monoton bo‘lgan f(x) funksiya shu
[a, b] ning istalgan nugtasida yoki uzluksiz bo‘ladl yoki birinchi tur
uzilishga ega bo‘ladi.

4 f(x) funksiya [a, b] da o‘suvchi bo‘lsin. Aytaylik,

x e lab], (x-38 x+8)clabd], (6>0)
bo‘lsin. Monoton funksiyaning limiti hagidagi teoremaga ko‘ra

lim f(x)=f(x -0) < f(x),
x—x5-0
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xiiglwf(x) = flxy +0) > f(x,),
S(x=0) = f(xg) = f(x9 +0)

F(x-0) < fxy +0)
(x) f_'unksxya Xy nuqtada birinchi tur uzilishiga ega bo ladi.

Mashqlar

LS sin x, agar x - ratsional son bo‘lsa,
OB

0, agar x - irratsional son bo‘lsa

ng X; = kn (k € Z) nugtalarida uziuksiz bo‘lishi isbotlansin,

ﬂ D(x)= , agar x - ratsional son bo‘lsa,
0 agar x - irratsional son bo‘lsa

siyasi R ning har bir nuqtasida uzilishga ega ekanligi

f(x)=|x]-sinmx, (xe R)
un f(x)e C(R) bo'lishi ko‘rsatilsin.

16- ma’ruza
Uzluksiz funksiyalarning xossalari

A uzluksiz bo‘lgan funksiyaning xossalari (lokal
- IV . Faraz qilaylik, f(x) funksiya X c R to‘plamda
0" 11b, JcB € X bo‘lsin.

f (x) funksiya x, € X nuqtada uzluksiz bo‘lsa, u holda

> 0 va M > 0 sonlar topiladiki, Vxe X NUs(x,) da

1 bo‘ladi, ya’ni S (x) funksiya x, nugtaning U; (x, ) atrofida
n bo‘ladi.
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2. Agar f(x) funksiya x, € X nuqtada uzluksiz bo‘lib, f(x,) = 0
bo‘lsa, u holda shunday & > 0 son topiladiki, Vxe X NU;(x,) da
signf (x) = signf(x,) bo‘ladi, ya'ni f(x) funksiyaning U;(x,) dagi
ishorasi f'(x,)ning ishorasi kabi bo‘ladi.

Bu tasdiglarning isboti limitga ega bo‘lgan funksiyaning xossa-
laridan kelib chiqadi.

3. Aytaylik, y = f(x) funksiya x, nugtada

}ijgnf(X)=b, (be R) (1)

ga ega bo‘lib, g(y) funksiya Yto‘plamda berilgan {f(x)| xe X}U{b} c Y
va y = b nuqtada uzluksiz bo‘lsin. U holda

}i_{go g(f(x)) = g(b),

ya’ni lim g(f(x)) = g(lim f(x)) (2)
bo‘ladi. i - s
dn->eodax,ox (x,eX, x, #x, n=1,2,...) bo‘ladigan
ixtiyoriy {x,} ketma-ketlikni olaylik. Unda (1) munosabatga ko‘ra
n— e da f(x,) - b
bo‘ladi, Shartga ko‘ra g(f(x)) funksiya b nuqtada uzluksiz. Demak,

n— oo da g(f(x,)) — g(b)
bo‘ladi. Keyingi munosabatdan (2) tengliknig o‘rinli bo‘lishi kelib
chigadi. p»
1- misol. Ushbu
Ez)r}} log“ihx) =log,e, (a>0, azxl) 3
munosabat isbotlansin.

<« (2) munosabatdan foydalanib topamiz:
1 1
lim 182 1+%) _ lim log, (1+ x)* = log, [lin}'(la- x)"]= log, e.

x—0 x

Xususan, a = e bo‘lganda hn}) m—({:ﬁ = | bo‘ladi. p»
X+

2- misol. Ushbu ~ im = =Ina, (a>0)

X—
munosabat isbotlansin.
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ilean tenglikni isbotlash uchun @* —1=1 deb olamiz.
da ¢ — 0 bo‘ladi. Shuni hamda (3) munosabatni e’tiborga

o t PARE
% x ]El-l}%log,,(lﬂ) log,e-]'na' >

(1-+x)* =™

da }n(l + x) = 0 bo‘ladi. Unda

(01 (M O)) In(lex)a
x‘_H uln{l+x) X

B ef:ln{Hjt_)__hl- E I_I|_£1+X_) e
" x—0 Gl!‘l[lh’t) x—0 X

- uzlukslz bo‘lgan funksiyalarning xossalari (global
Aytayllk f(x) funksiya [a, b] segmentda berilgan bo‘lsin.
i, f(x) funksiya (a, b) da uzluksiz, @ nugtada o‘ngdan,
chapdan uzluksiz bo‘lsa, f(x) funksiya [a, b] segmentda

segmentda uzluksiz bo‘lgan funksiyalarning xossalarini
niz. Ular teoremalar orqali ifodalanadi.

teorema. (Veyershtrassning birinchi teoremasi.) Agar f(x)
: [a, b] segmentda uzluksiz, ya’ni f(x)e Cla, b] bo‘lsa,

_ a [a, b] da chegaralangan bo‘ladi.
‘Ma lumlu f(x) funksiyaning [a, b] da chegaralanganligi

M e (0,4), Vxela, b]:| f(x)|sM
risini faraz qilaylik, ya'ni f(x)e Cla, b]bo‘lsa ham funk-

b da chegaralanmagan bo‘lsin. U holda
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Yne N, 3x,ela, bl: | f(x,)|>n, (n=1,2,..) 4)
bo‘ladi. Ayni paytda, hosil bo‘ladigan {x,} ketma-ketlik uchun
x, € [a, b], (n=1, 2, ...) bo‘lganligi sababli u chegaralangan bo‘ladi.
Unda Bolsano—Veyershtrass teoremasiga ko‘ra bu {x,} ketma-ketlikdan
yaginlashuvchi gismiy {x,} ketma-ketlik ajratish mumkin:

k — e da x, = X, (X € [a,b]).
Shartga ko‘ra f(x) funksiva [a, b] da uzluksiz. Binobarin,

k—>eda f(x,)— f(x) ()
bo‘ladi. Bu (5) munosabat yuqorida qgilingan farazga ziddir (chunki
faraz bo‘yicha
m S (%, ) = +ee
bo‘lishi lozim edi). Demak, f(x) funksiya {[a, b] da chegaralangan
bo‘ladi. »

Aytaylik, f(x) funksiya X ¢ R to‘plamda berilgan bo‘lsin.

Ta’rif. Agar X to'plamda shunday x, € X nuqta topilsaki, Vxe X
uchun

F(xX) £ f(x), (f(x)2 f(x))
tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiva x, nuqtada eng katta (eng kichik)
giymatga erishadi deyiladi va
() = max f(x), (f(x) =min f(x))
kabi belgilanadi.

2- teorema. (Veyershtrassning ikkinchi teoremasi.) Agar
f(x) e Cla, b] bolsa, bu funksiya [a, b] segmentda eng katta hamda
eng kichik qiymatlarga erishadi, ya’ni

3¢ € [a, b], Vxela,b]: f(x)< f(q),
3¢ ela, bl, Vxela, b]: f(x)2 f(c,)
bo‘ladi.

4 Aytaylik, f(x)e Cla, b] bo‘lsin. Veyershtrassning 1-teore-
masiga ko‘ra f(x) funksiya [a, b] segmentda chegaralangan, ya’ni ushbu
{f(x)]|xe [a, b]}
to‘plam chegaralangan bo‘ladi. Unda to‘plamning aniq chegarasi
hagidagi teoremaga ko‘ra
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LR sup f(x)=M, (MeR)
xela, bl

Zing anig yugori chegarasi ta’rifiga muvofig:

vxela, bl: f(x)EM,

ve> 0, Ix(e)e [a,b]: f(x(e)>M —¢
eyingi tengsizlikda

: e=1 i X

_ y gy 3o
an bo‘lsa,

1
n

i = x(%)e la, b]
¢ hosil bo‘lib, uning uchun

_ f(x,)>M —i—
variladi. Demak, Vn e N da
M- L < f(x,)<sM

munosabatdan
J lim f(x,) = M ©

i kelib chigadi.
a hosil gilingan {x,} ketma-ketlik chegaralangan. Undan
chi gismiy ketma-ketlikni ajratish mumkin. Uni {x, }

, k - dax, —q, (¢ € [a, b]).
\ f(x) funksiyaning uzluksizligidan foydalanib topamiz:
k — o da f(x,,k)—yf(c,).
nki, {f(:.c,,“r )} ketma-ketlik {f(x,)} ketma-ketlikning qismiy
gi. Demak, (6) munosabatga ko‘ra
_ k—>oda f(x,)>M
(¢;)=M bo'lishi kelib chigadi. Xuddi shunga o‘xshash, f(x)
g eng kichik qiymatga erishishi ko‘rsatiladi. P
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:_i- teorgma._Faraz qilaylik, f(x) funksiya [a, b] segmentda berilgan
bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:
1) f(x)e Cla, b];
. 2) segmentning chetki nugqtalari @ va b larda har xil ishoralj
giymatlarga ega, va’ni
f(a) <0< f(b) yoki f(a)>0> f(b)
bo‘Isin.
U holda (a, b) da shunday x, nugta (a < x, < b) topiladiki
f(x) = 0 bo‘ladi. & PR
< Aytgylik, f(x)e Cla, b]bo'lib, f(a) <0< f(b)bolsin. [q, b]
segmentning [ (x) funksiyaga manfiy qiymatlar beradigan nuqtalaridan
iborat to‘plamini E deylik:
E ={xe]a, b]| f(x)<0}.
Ravshanki, ae E, E c [a, b]. Demak, E to‘plam chegaralangan va
Ex@.
To*plamning aniq yuqori chegarasi hagidagi teoremaga ko‘ra
sup E = xp, (x; € (a, b))
mavjud bo‘ladi.
Aniq yuqori chegara ta’rifiga binoan,

1
Vne N, 3x,e E: Xy = <Xy <X
bo‘ladi. Demak,
Liex) <0y Lo=1,2, 3, )

f(x) funksiyaning [a, ] da uzluksiz bo‘lganligini ¢’tiborga olib
topamiz:
n—eda x, = x5 bo'lib, f(x,)— f(x).
Bir tomondan

lim /(x,) <0,
ikkinchi tomondan
lim £(x,) = £(x)
bo‘lishidan

- f(x)s0 @
bo'lishi kelib chiqadi.
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anki, x > %, da x ¢ E. Binobarin, f(x) 2 0. Shuning uchun

lim f(x)=0
x=xp+0

i filxad = x_l}rgﬂf(x) >0 (8)

{‘*f‘) va (8) munosabatlardan f(x,) =0 bo‘lishi kelib chigadi.
shunga o‘xshash, f(x)e Cla, b]va f(a)>0> f(b)bo'lgan
=ma isbotlanadi. >
a. Agar f(x)e Cla, b]bo‘lsa, uholda chegaralari f(a)

‘lgan segmentga tegishli ixtiyoriy / soni olinganda [a, b] da
nugqta topiladiki, f(x,) = / bo‘ladi.
< f(b) deb, f(a) << f(b) ni olaylik. Ravshanki, f(a) =/
bo‘lgan holda teorema isbotlangan hisoblanadi.

< [ < f(b) bo‘lsin. Ushbu
" g(x) = f(x)-1, (xela, b))
ni olaylik. Bu funksiya uchun:

(@) <0<g(b)
di. Unda 3- teoremaga ko‘ra shunday x,e (a, b) topiladiki,
glx) =0,

flxg) =1
’ruzaning pirovardida berilgan funksiyaga teskari bo‘lgan
ng mavjudligi hagidagi teoremani isbotsiz keltiramiz. _
teorema (teskari funksiyaning mavjudligi). Agar f (x) funksiya
 oraligda uzluksiz va qat’iy o‘suvchi (qat’iy kamayuvchi) bo‘lsa,
Y; ={f(x)| xe X} oraliqda teskari £ 1(y) funksiya mavjud
‘uzluksiz gat’iy o‘suvchi (qat’iy kamayuvchi) bo‘ladi.

Mashglar

1D x* e\' = l
(0, 1) da hech bo‘lmaganda bitta ildizga ega ekanligi
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2. Ushbu

-x* +1, agar —-1<x <0 bo'lsa,
f(x)=4 0, agar x=0 bo‘lsa,
x* -1, agar 0<x<1 bo'lsa
funksiya [—1, 1] da eng katta va eng kichik giymatlariga erishadimi?
3. Ushbu
f(x)=x*-x, (xe R)
funksiya giymatlari to‘plami R bo‘lishi isbotlansin.
4. Aytaylik, f(x) funksiya tekislikdagi biror aylanada berilgan va
uzluksiz bolsin. U holda aylanada diametral garama-garshi joylashgan
a va b nuqtalar topilib, f(a) = f(b) bo‘lishi isbotlansin.

17- ma’ruza
Funksiyaning tekis uzluksizligi. Kantor teoremasi

1°. Funksiyaning tekis uzluksizligi tushunchasi. Faraz qilaylik,
f(x) funksiya X c R to‘plamda berilgan bo‘lsin.

I-ta’rif. Agar ixtiyoriy £ € 0 son olinganda ham shunday 6> 0
son topilsaki,

| x'-x"| <&
tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy x’, x"e X uchun
| f(x)=f(x") | <e
tengsizlik bajarilsa, ya’ni
ve>0, 35>0, Vx',x"e X, |x'-x"|<d: |f(x)-f(x")]|<e
bo‘lsa, f(x) funksiya X to‘plamda rekis uzluksiz deyiladi.
Keltirilgan ta’rifdan:

1) 8> 0 sonning fagat £ >0 ga bog'ligligi;
2) f(x) funksiya X da tekis uzluksiz bo‘lsa, u shu X to plamda

uzluksiz bo‘lishi kelib chigadi.

1- misol. f(x) = x, x e Rbo‘lsin. Bu funksiya R da tekis uzluksiz
bo‘ladi.

« Agar Ve>0 ga ko‘ra 8 = ¢ deb olinsa, unda ¥x’, x"e X,
| x'=x*"| <8 da '
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|f(X’)—f(x')|=|x'~x’|<8=e

f(x)=sinx, xe R bo'lsin. Bu funksiya R da tekis

ve > 0 ga ko‘ra, 8 = ¢ deyilsa, unda Vx’, x"€ R,

< da

=E£

L f(x)="1, xe X =(0,1] bo'lsin. Bu funksiya X= (0, 1] da

0 sonni, masalan, €= ; deb olib, ¥ va X’ nugqtalar

"~ x"| ayirma quyidagicha

a1, .1
~ n(n+l)

n o o+l
dan (| x’-x"| <8) & ni har gancha kichik gilib olish
ham

1G] =[5~ %

| %' -x"|=

A=|n-(n+1)| =1>

ra |

nak, f(x) = fanksiya X=(0, 1] da tekis uzluksiz emas. b
teorema. (Kantor teoremasi.) Agar f(x)e Cla, b]bo‘lsa,
X) funksiya [a, b] da tekis uzluksiz bo‘ladi.

aylik, f(x)e Cla, b]bo‘lsa ham funksiya [a, b] da tekis
'-’_l_mam.u Unda biror € > 0 va ixtiyoriy § > 0 uchun [a, b] da

va x” nuqtalar topiladiki,

o |x'=x"| <8= | f(x)- f(x")| 2¢

- N = 4s0 da 3, -0, (§,>0, n=1, 2, ...) bo‘ladigan ixtiyoriy
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{5,} ketma-ketlikni olamiz. Unda

i x| <8 = [f(x) - f(x) 2 &
x; - x| <8 = [f(x;) - f(x3) 2 ¢,

bo‘ladi.
Ravshanki, {x, } uchun x; € [a, b], (n=1,2,3,...) bo‘lib, undan
k =40 da X, = X, (% € [a, b])

bo‘ladigan gismiy ketma-ketlik ajratish mumkin. Shuningdek, x; ketma-
ketlikdan x, gismiy ketma-ketlik ajratish mumkin. Ayni paytda,
Xy, uchun ham

k-4 da X, — X
bo‘ladi. f(x)e Cla, b] bo‘lishidan k — +e da f(x,',&) = f(X),
fx, ) = f(x) bo'lib, ulardan k — +eo da f(x, )~ f(x; ) =0
bo‘lishi kelib chiqadi. Bu esa Yn > N uchun

| %5 )~ flog )| 2e

deb olingan farazga zid. Demak, /(x) funksiya {a, 6] da tekis uzluksiz. »
2- ta’rif. Faraz qilaylik, f(x) funksiva X< R to‘plamda berilgan
bo‘lsin. Ushbu

jggf(x)-gl}f(x)

ayirma f(x) funksiyaning X to ‘plamdagi tebranishi deyiladi va u ©
orqali belgilanadi:
o=o(f; X)=sup f(x)-inf f(x)
xeX xeX
funksiyaning X to‘plamdagi tebranishi quyidagicha
- u ’ S »
o x,,sxggx{lf(x) S}
kabi ta’riflanishi ham mumkin.
Natija. Agar f(x)e C[a, b]bo‘lsa, uholda Ve > 0 uchun shunday
8 > 0 topiladiki, [a, b] segment uzunliklari § dan kichik bo‘laklarga
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nda har bir bo‘lakdagi funksiyaning tebranishi & dan kichik

Shartga ko‘ra f(x)e Cla, b]. Demak, Kantor teoremasiga
u |a, b] da tekis uzluksiz. Unda ta’rifga binoan

0, 3>0, vx, x"ela,bl, | X' ~x"|<8: [ f(xX)~-f(x)|<e

[a, b] segmentni uzunligi 8 dan kichik bo‘lgan

. (e, Xeu ]l (X <X <X <o <Xyy Xo =@, X, =)
po‘laklarga ajaratamiz. Unda

Lo, x"e X, Xl [ X =x" <8 [ fOXD) - f(x)[<e
o‘ladi. Demak,

E o= sup {S(xX)-S(xD)]}se

G x" x'e [%, xpa1 )

‘ladi. »
' 3°, Funksiyaning uzluksizlik moduli. f(x) funksiya X ¢ R to‘plamda
rilgan bo‘lib, u shu to‘plamda uzluksiz boIsin. Endi

| v8>0, Vx’, xe X, |x'-x"|<3

| f(x) = f(xT)] (I

f. {_1) ai/irmaning aniq yuqori chegarasi
sup{| f(x") = f(x") |}
ming X = R to'‘plamdagi uzluksizlik moduli deyiladi va
belgilanadi:
| w(@®) = sup {If(x)-fEO}
[x*=x"|<8

Demak, £ (x) funksiyaning X to‘plamdagi uzluksizlik moduli 3 ning
anfiy bo‘lmagan funksiyasi bo‘ladi.

~ Endi uzluksizlik modulining ba’zi xossalarini keltiramiz:
Fl;ﬁﬁwﬁyanmg uzluksizlik moduli 8 ning o‘suvchi funksiyasi

- o Aytaylik, 3, >0, &, >0 va 8, > 8, bo‘lsin. U holda
8 x"c X : I -x"| <8}, {x,x"e X: |x'-x"|<8§,}
nlar uchun
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{x,x"e X: x'-x"|<8,}c{x ¥ e X: x'-x" <3}
bo‘lib, undan
@(d;) < w(d;)
bo‘lishi kelib chiqadi. Demak, 8, > 8, = w(§,) = w(3,). P

Uzluksizlik modulining keyingi xossasini isbotsiz keltiramiz.
2. Funksiyaning uzluksizlik moduli uchun ushbu

o(Ad) < (1+ 1) - w(d)
munosabat o‘rinli bo‘ladi, bunda A — musbat son.
4- misol. Ushbu f(x) = ax + b, (a,b e R) funksiyaning X = [o, B]

dagi uzluksizlik moduli topilsin.
« Ta’rifga binoan,

(3) = sup [(ax'+b)-(ax"+b)|= sup la(x'~x")|=|d-3
|x"-x"<8 T xexf<s

bo‘ladi. Demak, ®(8) =|a|-5. »
2- teorema. f'(x) funksiya Xto‘plamda tekis uzluksiz bo‘lishi uchun

fm o(6) =0

tenglikning o‘rinli bo‘lishi zarur va etarli.
d Zarurligi. f(x) funksiya X to‘plamda tekis uzluksiz bo‘lsin:

ve>0, 35, >0, ¥x', x"e X, |x"—x"| <8 | f(x)-f(x")] <§.
U holda 0 < § < &, tengsizliklarni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy 6 uchun
sup {lf(x)-f(x<s sup {|f(x)-F(x)<cE<e
}1"—x"|55{] [} |x'=x"|<Be {I [} 2

bo‘lib, unda ®(d) < &, ya’'ni

lim w(8) =0
5->+0
bo‘lishi kelib chigadi.
Yetarliligi. Ushbu slgpo @(8) =0

munosabat o'rinli bo‘lsin. Demak, & — +0 da
o®) = sup {|If(x") - f(x")} - 0.
Mﬂgﬂ l
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txTe X, | X -x"|S8<8: [f(x)-f(x)|<e
f(x) funksiya X to‘plamda tekis uzluksiz bo‘ladi. P
ning uzluksizlik moduli funksiyalarni sinflarga ajratish
di. Masalan, uzluksizlik moduli ushbu
' o(8) < M -8
E:Wst, 0 < o < 1) tengsizlikni ganoatlantiruvchi funksiya-
¢ tartibli Lipshits sinfi deyiladi va Lip, o Kabi belgilanadi.

Mashgqlar

f(x) va g(x) funksiyalarning har biri [a, 5] c R da tekis
u holda f(x) - g(x) funksiya ham |a, b] c R da tekis
hi isbotlansin.

funksiyaning [0, +e<) da tekis uzluksiz emasligi ko'r-

fx)=x2+1
y X = [0, 1] segmentdagi uzluksizlik moduli topilsin.
(x) funksiya (0,1) da tekis uzluksiz bo‘lsa, ushbu

lim f(x)

o x—+)

vjud bo‘ladimi?

w0 18- ma’ruza
to‘plam. Kompakt to‘plamda uzluksiz funksiyalar

kt to“plam tushunchasi. Avvalo ochiq va yopiqg to‘p-
larini keltiramiz.

ylik, X< R to‘plam berilgan bo'lib, x; € X bo‘lsin.
Agar x, nugtaning shunday

ot ',J(,ﬁ):{:c& R: x4 -8<x<xy+8}, (8>0)

bo‘lsaki, uning uchun Uz(x,) = X bo‘lsa, x; nugta
ichki nugrasi deyiladi. '
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Masalan, X5 = 5 Nugta X=10, 1] to‘plamning ichki nugtasj

: | PN S BN ) :
bo‘ladi. Chunki, bu nuqtaning (5—3,-2-4-1) atrofi uchun

(% ~3, 3+ %) < [0, 1] bo‘ladi. x = 0, x = 1 nuqtalar shu to‘plamning
ichki nugtalari bo‘lmaydi, chunki, masalan, x = 0 nuqtaning_ hech
qaysi (-8, 8) atrofi X= [0, 1] segmentga teglshll.bo“lmaydl. (Bu
atrofning (-5, 0) gismi [0, 1] segmentning tashqaris_:da }_oyla_shgan).'

2- ta’rif. Agar X to‘plamning har bir nuqtasi uning ichki nuqtasi
bo‘lsa, X ochig to ‘plam deyiladi. o

Masalan, X= (0, 1), X= (0, 1) U (2, 4) to‘plamlar ochiq to‘plam-
lar bo‘ladi. ] : ‘

3- ta’rif. Agar X to‘plamning barcha_ limit nuqtalari shu to‘plamga
tegishli bo‘lsa, X yopig to ‘plam deyila(_h. :

Masalan, X= [0, 1] segment yopiq to‘plamdir. » ‘

Eslatma. Limit nugtaga ega bo‘lmagan to‘plam ta'rifga ‘ko ra
yopiq to‘plam deb hisoblanadi. Masalan, E = {1, 2, 3, 4, 5} to‘plam
yopiq to‘plam bo‘ladi.

4- ta’rif. Agar X to‘plamning nuqtalaridan tuzilgan har ganday
{x,} ketma-ketlikdan shu to‘plamning nugqtasiga yaginlashuvchi {x,, }

gismiy ketma-ketlik ajratish mumkin bo‘lsa, X kompakt to ‘plam deyi-
ladi. .

Misollar. 1. X=|a, b] segmentning kompgkt to‘plam bo'lishi
Bolsano—Veyershtrass teoremasidan kelib chigadi.

2. X =la, 51Ula,, B, 1U...Ula,, b,] to‘plam kompakt to‘plam
bo‘ladi. | ‘

3. X= (0, 1) interval kompakt to‘plam bo‘Imaydi, chunki

%, = =€ (0,1) bo'lib, n—> e da x, >0e X.

Teorema. X kompakt to‘plam bo‘lishi uchun uning chegaralangan
va yopiq to‘plam bo‘lishi zarur va yetarli. g ) )

« Zarurligi. X — kompakt to‘plam bo‘lsin. Uning chegaralan.‘gaﬂh'
gini ko‘rsatamiz. Teskarisini faraz gilaylik, ya’ni X — kompakt to‘plam
bo‘lsa ham, u chegaralanmagan bo‘lsin. U holda
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I, X, €X, n=123,..: [x|>n

hanki, bu {x,} ketma-ketlikdan yaqinlashuvchi gismiy
ajratib bo‘lmaydi. Bu esa X ning kompakt to‘plamligiga
X — chegaralangan to‘plam.

1ing yopiq to‘plam bo‘lishini ko‘rsatamiz. Faraz gilaylik
yplamning limit nugtasi bo‘lsin. U holda

, %, €X, n=1,2,3,... n-o+te da x, > x,
{x,} ketma-ketlikning har qanday {x,,k } qismiy ketma-

k'L‘IL Xn = %o
: to‘plam bo‘lganligi sababli Xy € Xbo‘ladi. Demak,
‘plam.

X — chegaralangan va yopiq to‘plam bo‘lsin. Bolsano—
teoremasiga ko‘ra har qanday {x,} ketma-ketlikdan Xy ga
{X,y, }qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin: k —+4e da

Xp nuqta X to‘plamming limit nuqtasi bo‘ladi. Ayni
iq to‘plam bo‘lgani uchun x, € Xbo‘ladi. Demak, X —
‘plam. »

mpakt to‘plamning muhim xossalarini keltiramiz.

K, X to‘plam va har bir elementi intervaldan iborat
llar sistemasi berilgan bo‘Isin.

‘Agar X to‘plamning har bir x nugqtasi uchun § sistemada
02 ichiga oluvchi o interval topilsa, u holda S={o}
Plamni goplaydi deyiladi.

8 X = (0, 1) boIsin. Quyidagi

Sy (L2
2!2! 4s4s "oy '2?:'2__,, 3 see
' memasxm olaylik.
ki, X = (0, 1) to‘plamning har bir nuqtasi bu intervallar
Ing kamida bitta intervaliga tegishli bo‘ladi. Demak,

- szﬁiwzj;n=nzu}
. ¢ L
4 4= (0, 1) to*plamni qoplaydi.
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Endi bitta tasdigni isbotsiz keltiramiz.

Geyne—Beorel lemmasi. Agar chegaralangan yopiq X to‘plam,
cheksiz intervallar sistemasi {c} bilan qoplangan bo‘lsa, u holda {o}
sistemadan X to‘plamni qoplovchi chekli {o,, 0,, ..., 6, } sistemanj
ajratish mumkin.

2°. Kompakt to‘plamda berilgan uzluksiz funksiyalarning xossalarj,
Faraz qgilaylik, f(x) funksiya X kompakt to‘plamda (X c R) berilgan
bo‘lsin. Bu to‘plamda f(x) funksiya uzluksiz bo‘lsa, u gator xossalarga
ega bo‘ladi.

1. Agar f(x) funksiya X kompakt to‘plamda uzluksiz bo‘lsa, y
chegaralangan bo‘ladi.

2.Agar f(x) funksiya X'’kompakt to*plamda uziuksiz bo‘isa, funksiya
shu to‘plamda o‘zining aniq chegaralariga erishadi. Ya’'ni shunday

x, € X, x, € X nuqtalar topiladiki,
f(x) =sup f(x), f(x;)= inf f(x)
xe X xeX

bo‘ladi.

3. Agar f(x) funksiya X kompakt to‘plamda uzluksiz bo'lsa, funksiya
X da tekis uzluksiz bo‘ladi.

4. Agar f(x) funksiya X kompakt to‘plamda uzluksiz bo‘lsa, shu
X to‘plamning aksi {f(x)} kompakt to‘plam bo‘ladi.

Bu xossalarning birini, masalan, 1- xossaning isbotini keltiramiz,

4 Aytaylik, X< R kompakt to‘plam bo‘lib, bu to‘plamda f(x)
funksiya uzluksiz bo‘lsin. Unda Vxe X nuqtaning shunday kichik
atrofi U(x) topiladiki, bu atrofda f'(x) funksiya chegaralangan bo‘ladi.
Bunday nuqta atroflari U(x) intervallardan S sistemani hosil gilamiz:

S={U(x): xe X}.

Ravshanki, S sistema X to‘plamni qoplaydi. X kompakt to‘plam
bo‘lganligi sababli, Geyne—Borel lemmasiga asosan bu sistemadan X
to‘plamni qoplovchi chekli

s ={U,,0,,...,U,}
sistemani ajratish mumkin.

Harbir U, (k =1,2, ..., n) atrofda f(x) funksiya chegaralangan,
ya’'ni shunday m,, M, (m; = const, M, = const, k =1,2, ..., n)son-
lar topiladiki, Vx € U, da
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m < f(x) <My, (k=1,2,3,..n)

1y, ..-s M, sonlarning eng kichigini m; M,, M,,... M,

(x) funksiya X kompakt to‘plamda uzluksiz bo‘lsa,
X da tekis uzluksiz bo‘lishi isbotlansin,
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5-BOB

FUNKSIYANING HOSILA VA
DIFFERENSIALLARI

19- ma’ruza
Funksiyaning hosilasi

1°. Funksiya hosilasining ta’rifi. Misollar. Faraz qilaylik, f(x)
funksiya (a, b) c R da berilgan bo‘lib, x, € (a, b), x; + Axe (a, b)
bo‘Isin.

Ma’lumki, ushbu

Af (x0) = f (xo +Ax) = f (%))
ayirma f'(x) funksiyaning x, nuqtadagi orttirmasi deyiladi.
I- ta’rif. Agar ushbu
lim
Ax—0
limit mavjud va chekli bo‘lsa, u f(x) funksiyaning x, nugtadagi hosilasi

deyiladiva £ yoki (f(x))%, kabi belgilanadi. Demak,

o S (xp+Ax)— f(xo)
Ax—0 Ax

1 (% +8%)-1(%)
Ax

f(x)= (1)

Agar x; + Ax = x deyilsa, unda Ax = x - x,va Ax — 0da x = X

bo‘lib, (1) munosabat quyidagi

e )

‘”’0
ko*rinishga keladi.
1- misol. f(x) = x, x, € R bo‘lsin. Bu funksiya uchun
S(x)-f(x) _ x-% _4
X—Xg ey
bolib, lim fi‘;’:%i’ -1
bo‘ladi. Demak, f’(x)=(x) = 1.
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XXy

(x)= x|, xe R bo'lsin.

po‘lsa, u holda f(x) = x bo'lib, f'(x) = 1 bo‘ladi.
lp‘lsa, u holda f(x) = —x bo‘lib, f'(x) = —1 bo‘ladi.
0 bo'lsa, u holda 70 =l postib, x -5 0 da bu
\¢ limiti mavjud bo* lmaydl Demak berilgan funksiya x, = 0
ilaga ega bo‘lmaydi.

f(x)=x|x|, xe R, x; € Rbo'lsin.

, x > 0, x # x, uchun

fﬁx)—f{xo) xlxl= xolxol _ ¥ —iﬁ =X+ X
— g ) X=Xy x-xu
FO)»S(%) _ 9y =2
m % Xy =2 %]
<0, x<0, x#x uchun
R B
|l" A=Xp X=X
' J(x)-f(%) _
T 2% =2l

0, x # x, uchun

S(x)-f(x) _ xlxl

o =|x|
lim L=/ 10950 e

X=rXg x—(]

nak, Vxe R da f'(x)=(x|x])’=2|x|.

BIE’ agar x#0 bo‘lsa,
agar x =0 bo‘lsa

X -sin
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-sinl 0
f(0-fx) _*95
X=Xy x=0

bo‘lib, uning x — 0 dagi limiti mavjud emas. Demak, berilgan funksiya
X, = 0 nuqgtada hosilaga ega emas.

2°. Funksiyaning o‘ng va chap hosilalari. Faraz qilaylik, f(x)
funksiya X c R to*plamda berilgan bo‘lib, (x, -8, x,) c X, (5> 0)
bo‘Isin.

2- ta’rif. Agar ushbu

i il
=8in -
X

J(x)=S(xp)

X—Xg
limit mavjud bo‘lsa, bu limit f(x) funksiyaning x, nugtadagi chap
hosilasi deyiladi va f’(x, — 0) kabi belgilanadi:

lim
x—=xp-0

(% -0)= fim L%/
x—=xy-0 X=X

Aytaylik, f(x) funksiya Xc R to‘plamda berilgan bo‘lib,
(X9, X5 +8)c X, (8> 0) bo'lsin.
J3- ta’rif. Agar ushbu
lim f*)-f(%)
X=X
limit mavjud bo‘lsa, bu limit f(x) funksiyaning X, nuqtadagi o'ng
hosilasi deyiladi va f’(x, + 0) kabi belgilanadi:

x=xp+0

i +0) = fim L¥-/0)
x—=xg+0 X=Xy

Masalan, f(x) = |x| funksiyaning x, = 0 nugtadagi o‘ng hosilasi
f’(+0) =1, chap hosilasi f’(-0) = -1 bo‘ladi.

Yugqorida keltirilgan ta’riflardan quyidagi xulosalar kelib chigadi:

1. Agar f(x) funksiya x, nuqtada f”(x,) hosilaga ega bo‘lsa, u holda
bu funksiya x, nuqtada o‘ng f*(x,+0) hamda chap f’(x,—0) hosila-
largaegava f'(xy —0) = f'(xy) = f'(x, +0) tengliklar orinli bo‘ladi.

2. Agar f(x) funksiya x, nugtada o‘ng f"(x,+0) hamda chap f"(x,—0)
hosilalarga ega bo‘lib, f'(x, —0) = f'(x, +0) bo‘lsa, u holda £ (x) funk-
siya x, nuqtada /*(xp) hosilagaegava f"(xy —0) = f'(x,) = £ (xp +0)
tengliklar o‘rinli bo‘ladi.
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5- chizma.

ing geometrik hamda mexanik ma’nolari. Faraz qilaylik,
a (a, b) da berilgan bo‘lib, x,€ (a, b) nuqtada (%)
a bo'lsin. Bu f(x) funksiyaning grafigi 5- chizmada
T egri chizigni ifodalasin. - '
chizigda My(x,, »,), M(x, y) nugtalarni olib, ular orqali
kesuvchini garaymiz. ’
f(%))el, M(x,f(x)eT. M- M, dalkesuvchi
ti I' chiziqga M, nuqtada o ‘tkazilgan urinma deyiladi. -
ki, ¢ burchak Ax ga bog‘lig: ¢ = ¢(Ax) . f(x) funks'iyanmg
nugtada o‘tkazilgan urinmaning mavjud bo‘lishi uchun
lim ¢(Ax) =«

Ax—0 )
ud bolishi lozim. Bunda o — urinmaning OX o‘qgining
‘nalishi bilan tashkil etgan burchagi.

uchburchakdan:

MP (xo+Ax)—f(xp)
18 9(Ax) = 375 = A =

lib, undan o(Ax) = arctg f(xn+A::-f(Io)

i kelib chigadi. Funksiya uzluksizligidan foydalanib topamiz:

S +ax)-f(x%) _
Ax

gg‘n Uy L encie
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F50280-100)] _ et ),

Demak, Ax — 0 da ¢(Ax) ning limiti mavjud va
o =arctg f'(x,;) .

= arclg [ m
=0

li
Ax

Keyingi tenglikdan

f(x)=tga
bo‘lishi kelib chigadi.
Demak, funksiyaning x, nuqtadagi f “(xp) hosilasi urinmaning
burchak koeffitsiyentini ifodalaydi. Bunda urinmaning tenglamasi

Y= (xg) + f(x)(x - x5)
ko‘rinishda bo‘ladi.

Aytaylik, P nuqta to‘g‘ri chizig bo‘ylab s = s(7) gonun bilan
harakat qilsin, bunda ¢ — vaqt, s — o’tilgan yo‘l. Agar vaqtning 1, va
5, (#; < t,) qiymatlaridagi o‘tilgan yo'l s(1,), s(#,) bo'lsa, unda ushbu
nisbat

s(rz)mr(rll
fh—4
[#,, t,] vaqt oralig‘idagi o‘rtacha tezlikni ifodalaydi.
Quyidagi

s(ty)-s(1)
L] -irl +0 fz —l‘l
limit harakatdagi nuqtaning 1, vaqtdagi oniy tezligini bildiradi.
Demak, harakatdagi P nuqtaning t vaqtdagi v(?) oniy tezligi, s(?)
o‘tilgan yo‘Ining hosilasidan iborat bo‘ladi:
v(t) = s'(r).
4°. Hosilaga ega bo‘lgan iyaning uzluksizligi. Faraz gilaylik,
f(x) funksiya (a, b) < R da berilgan bo‘sin.
Teorema. Agar f(x) funksiya x, e (a, b) nuqtada chekli [(xp)
hosilaga ega bo‘lsa, u holda f (x) funksiya x, nuqtada uzluksiz bo‘ladi.

<« Aytaylik, f(x) funksiya %, € (a, b) nuqtada chekli f*(x,) hosilaga
ega bo‘lsin. Ta’rifga binoan

) = Tim YG0) _ o i +an-f(%)
it ey T el - S
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Ax -0 da % - f(xp)

a=g-z‘%°l"f’(xu)

Ax— 0daoa - 0.

si tengliklardan topamiz:

A (%) = f'(xp) - Ax + 0Ax. '

1 tenglik funksiya orttirmasining formulasi deyiladi. Undan
Jlim Af(x) =0

chigadi. Bu f (x) funksiyaning x, nugtada uzluksiz ekanini
. Funksiyaning biror nuqgtada uzluksiz bo‘lishidan umng
chekli hosilaga ega bo‘lishi har doim ham kel'ib chiqa-
n, f(x)=|x| funksiya x = 0 nugtada uzluksiz, ammo
hosilaga ega emas.

Mashglar
7a hosilasi ta’rifidan foydalanib, quyidagi

f(x)=xvJx, f(x)=3"sinx
g hosilalari topilsin.

S x?, agar x - ratsional son bo‘lsa,
" f(x}: 2 . . ¢
j —-x*, agar x - irratsional son bo‘lsa,
g x = 0 nuqtada hosilasi mavjud bolishi isbotlansin.

20- ma’ruza
Hosilani hisoblash goidalari

siya yig‘indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi va nisbatining
ylik, 1 (y;)g va g(x) funksiyalar (a, b)) c R da berzlg'an

(a, b) nugtada f’(x;) va g(x;) hosilalarga ega bo‘lsin.
: ko‘ra
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f(x)-f(xp) A g f() f)=f (%) , o 80-8(%) )
BT X (1 R s, Ay 1%
g(x)-g(%) _ . b =f'(xo)-8(%)+fixo)-g'(%)-
B BT @ T

bo‘ladi.
1) f(x)+g(x) funksiya x, nugtada hosilaga ega bo'lib,
(f(x)£8(x))y = f'(%) £ &(%)
bo‘ladi. .
4 F(x)= f(x)*g(x) deb topamiz: s (J tx) i '(xu)'z(xoz)*f (%)-8' (%)
FO)-Fl) _ f)-1 (%) , 860-8(x)  aad £()
*=Xp T x-x x-X;

Bu tenglikda x — x; da limitga o‘tib, yugoridagi (1) va (2)
munosabatlarni e’tiborga olsak, unda

funksiya (g(x,) # 0) x, nuqtada hosilaga ega bo'lib,

i, g(x;) # 0 ekan, unda x, nugtaning biror atrofidagi
¢ 0 bo‘ladi. Shuni e’tiborga olib topamiz:

lim FO)-F(X) _ o SO+H/(%)
x—xg X=X xoxy X=X _ S S(Xo)—f(xn)8(x0)+ffxo)8(xﬂ)‘f(-‘-’o)g(x)

x-xp F(x)-f(xp) g(x)-g(x)
: %)[Wx ™y g(x) - f(x)- %% I

da x — x, da limitga o‘tib, ushbu

' [,_fg) _ S (%) 8(x0)-f (x)-8'(xp)

e ) &% (xp)

: |_ [

_ Asar S (x) funksiya x, nugtada f”(x,) hosilaga ega bo‘lsa,

ya (c = const) x, nuqtada hosilaga ega bo‘lib,

. (- f(x)),, =c f'(%)
i 0°zgarmas sonni hosila ishorasidan tashgariga chiqarish

bo‘lishi kelib chiqadi. Dcmak,
F'(x0) = (f(x) £ 8(x)5, = (%) £&(x). »
2) f(x)-g(x) funksiya x, nuqtada hosilaga ega bo‘lib,

(f(x)-g(x));, = F(%) 8(x%)+ (%) &(x%)
bo‘ladi.
4 O(x) = f(x)-g(x) deb
®(x)-0(xp)

X=Xp
nisbatni quyidagicha ko‘rinishda yozib olamiz:
Dx)-P(xy) _ f(x)-S(x2)
x-Xg R
So‘ng x — x, da limitga o‘tib topamiz:

£(x)-g(xp) -
'-8(10)+-—*—*—~—x_x‘} - f(x) . i Agar fi(x), f,(x), ..., f,(x) funksiyalar x, nuqtada
H8a cga b‘_o‘lib, €15 €y, ..y €, O°2garmas sonlar bo‘lsa, u holda
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(G£ )+ )+ + 6 fo (D x =G 00) + G L0R) + 6, £ (x)
bo‘ladi.

2'. Murakkab funksiyaning hosilasi. Faraz gilaylik, y = f(y
funksiya X c R to‘plamda, g(y) funksiya {f(x)|xe X} to‘plamdy
berilgan bo‘lib, x, € X nuqtada f'(x,) hosilaga, y, € {f(x)|xe X}

nuqtada (y, = /(%)) & (¥ ) hosilaga ega bo‘lsin. U holda g(f(x))
murakkab funksiya x, nuqtqda hosilaga ega bo‘lib,

(8(f(x)),, = &' (f(x))- f'(xg)
bo‘ladi.

< g(y) funksiyaning y, nuqtada hosilaga ega bo‘lganligidan
g1 -8(3)=8G)- y-y)+a-(y-»)
bo‘lishi kelib chigadi, bunda
y=f(x), yo=f(x) vay-ydaa-0.
Keyingi tenglikning har ikki tomonini x — X, ga bo'lib topamiz:
XxX))— ’ X)— X)=-
SLNETCD = gy - LOLD) o 10D
Bundan x — x, da limitga o'tib,

(£SO, = &S (X)) f'(%)

tenglikka kelamiz. »

3°. Teskari funksiyaning hosilasi. Aytaylik, y = f(x) funksiya
(@, b) da berilgan, uzluksiz va gat’iy o‘suvchi (qat’iy kamayuvchi)
bo'lib, x, € (a, b) nugtada f"(x,), (f'(x,) #0) hosilaga ega bo'lsin. U

holda x=/"'(y) funksiya y;, (y, = f(x;)) nugtada hosilaga ega va

Fin]l o |
7O, = 760
bo‘ladi.
« Ravshanki,
S(x) = f(xy) = f'(x)(x = xp) + o(x - xg)
bo‘lib, x — x, da o — 0 bo‘ladi. Bu tenglikdan
y=%o = LG O)~ 0] -a[ £ ) - S 00)] =

=[O0 - 00)] [/ (x) + ]
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Bundan esa

| o= 1
- y-Yo S'(x)ra
elib Chiqadl
‘tenglikda y — y, da limitga o‘tib topamiz:

[f—l(.V)]m = ?%X;S >

fisollar. 1-misol. (x*)= ax*! bo‘ladi, a e R, x > 0.
ylik, x > 0 bo‘lsin. Unda f(x) = x* funksiya uchun

st by
(x4+AX)*—x™ 4 x
= SO Ay x . T
Ax
X

Ax

|
-

Ax— 0 da (x*) =ax*"' bo'ladi. »
(a* )' =a* Ina bo'ladi, a > 0, x e R.

0 da (g* )’ =a" Ina bo'ladi. »
(sinx) = cosx, (cosx) =—sinx bo‘ladi, x ¢ R.
(x) = sin x funksiya uchun
sinm:
= ---.l__- i .i‘i ATT=N -— -_2— Ax
=2 e sin 3 cos(x+ 2)- I cos(x+—2~)
2

Ax — 0 da (sin x)' = cosx bo‘ladi. Xuddi shunga o‘xshash
=-sinx bo‘lishi topiladi. »

4-misol. (log, x)' = }—ILE boladi, 2> 0, a % 1, x> 0.
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4 f(x) =log, x funksiya uchun

log, (x+Ax)-log, (x) _ 1 ( ;A_x_)-i ( A_x)i
| Ax Mlog,, I+ X _xlog"' i x

| bo‘lib, Ax — 0 da
1

r 1
| (log, x)" = -log, g g

bo‘ladi. Xususan, (Inx) = - bo ladi. »

5- misol. (arctgx)’ = “—5 bo‘ladi.
l+x

| « Teskari funksiya hosilasini hisoblash formulasiga asosan
(y=arctgx, x=1gy)

= (arctg x)’ =

(t1gy) 1+tg? y  l4x
bo‘ladi,
Xuddi shunga o‘xshash,

(arcsin x)’ = 71=l—zv , (xe (-1, 1)),
-x

Pt che
(procay = 14x*
| bo‘ladi. P
6- misol. Faraz gilaylik,
[u(x)]”(") (u(x) > 0)

bo‘lib, #'(x) va v'(x) lar mavjud bo‘lsin. U holda

(e ®) = ear® Joeom () + 20w |
bo‘ladi.
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= [u()]'™ ni logarifmiab,

Iny = v(x) Inu(x)

_ so‘ngra murakkab funksiyaning hosilasini hisoblash
anib topamiz:

"’_Fy =v'(x)- lnu(x)+v(x) -u'(x),

g ‘y’= y[v-‘(x) ‘Inu(x)+v(x)- :—(? . u'(x)] =

[u(x)]”m [v ()Inulx) + 75 ”(x) u‘( )]

WY =u Inuv +v-u""-u" A3)
u* funksiya hosilasini hisoblashning quyidagi qoidasi

u* funksiyaning hosilasi ikki go‘shiluvchidan iborat

‘shiluvchi #° ning ko‘rsatkichli funksiya deb olingan

asos u(x) o‘zgarmas deb qaraladi), ikkinchi qo‘shi-
daraJaIi funksiya deb olingan hosilasiga (bunda

v(x) o‘zgarmas deb qaraladi) teng bo'ladi.

shbu J(x)=X%*, g(x) = x*

hosilalari topilsin.

ladan foydalanib topamiz:

_)=(I’)' =x*-Inx+x-x*" =x*(nx+1),

() = (@) s dnx- f'(x) + f(x) - x/0 =
=X Inxe(Flnx+)+x” x5 =

¥ = XL (% In x(in x +1) +1). |
ala r jadvali. Quyida sodda funksiyalarning hosilalarini
i keltiramiz:

'=0.x“" aeR, x>0.

=nx"! ne N, xe R.
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3. (@*)Y=a"Ina, a>0, az1, xe R.
(e¥) =e*, xe R.

4, (log‘,x)'=-l : (1__L>0, azl, x>0

xlna

’ 1
(log,lxl) =<ina’ 9>0, a#1, x=0.
(Inx) =2, x>0.

5. (sinx)' =cosx, xe R.

6. (cosx) = -sinx, xe R.

7. (tgx) = ! X
) o o 5 +nm, ne Z.

8. (ctgx)’=—--;lz—, X#nn, ne Z.
sin™ x

9. (amsinx)’=JlL?, x| <1.
=X

10. (arccos x)’ = — ! o 1%]<1,
B
1. (arctgx)’ =, xeR.
I+x
12. (arcc Patar b
(arcctg x) nZ’ xe R.

13. (shx)’ =chx, xe R.
14. (chx) =shx, xe R.

15. (thxy'=_1_
(thx) chzx,xeR.

’ 1
16. (cthx) = - ——
(cthx) reatiEde 0.

Mashglar

£(x) funksiya (—a, @) c R da berilgan va f”(x) hosilaga
r f(x) juft funksiya bo‘lsa, f'(x) ham juft funksiya

funksiya R da berilgan bo'lib, /"(x) hosilaga ega bo‘lsin.
a | f(x)| funksiya hosilaga ega bo‘ladi?

D(g(f))

ksiya hosilasini hisoblash qoidasi topilsin.

21- ma’ruza
Asosiy teoremalar

ega bo‘lgan funksiyalar hagidagi teoremalar. Bu
iyalarni tekshirishda muhim rol o‘unaydi.

(Ferma teoremasi.) /(x) funksiya X< R to‘plamda
nugtaning atrofi uchun Ug(xg) =(xy -8, x, +d) c X,
quyidagi shartlar bajarilsin:

(xy) da f(x)< f(x), (f(x)2 f(x)),

javjud va chekli bo‘lsin.

= () bo'ladi.

ik, Vxe Ug(xy)da f(x) < f(xy) bolsin. Ravshanki,

fx)=-flx)<0

‘ra, f(x) funksiya x, nuqgtada chekli f*(x,) hosilaga
2 uchun

J()-f(x) _ Biin HX-HR) - 5w
- X=Xy s X=X =00 X=X
yni paytda, x > x, bo‘lganda

F()-f(x) o S)-F(%) _ o
: xo_sosz-]fglw : H___f(xo)so,

SO~ f(%)

_ 2) 502 tim 1S )20

x-—;xo_'—ﬂ X~X
=0 ekani kelib chigadi. »
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2- teorema. (Roll teoremasi.) Faraz qilaylik, f(x) funksiya [a, 4] 4
berilgan bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:

1) f(x)e Cla, b],

2) Vxe (a, b) da f’(x) mavjud va chekli,

3) f(a)= f(b) bo'lsin.

U holda shunday x, € (a, b) nugta topiladiki, bunda f"(x)) = ¢
bo‘ladi.

<« Shartga ko‘ra f(x)e Cla, b]. Unda Veyershtrassning ikkin-
chi teoremasiga ko‘ra f(x) funksiya [a, b] da o‘zining eng katta va
eng kichik giymatlariga erishadi, ya'ni shunday c,, ¢, nuqgtalar
(¢, ¢, € la, b)) topiladiki,

f(¢)) = max{f(x)|x e [a, b]},
f(e;) = min{f(x) | x € [a, b])
bo‘ladi.

Agar f(c¢;) = f(c,) bo'lsa, unda |a, b] da f(x) = const bo'lib,
Vx, € (a, b) da f'(x;) = 0 bo‘ladi.

Agar f(c,) > f(c;) bo'lsa, u holda f(a)= f(b) bo‘lganligi sa-
babli f(x) funksiya f(c,) hamda f(¢,) giymatlarning kamida bittasiga
|a, b] segmentning ichki x, (@ < x; < b) nugqtasida erishadi. Ferma
teoremasiga binoan f'(x;) =0 bo‘ladi. p

3- teorema. (Lagranj teoremasi.) Faraz gilaylik, f(x) funksiya
la, b] da berilgan bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:

1) f(x)e Cla, b],

2) Vx e (a, b) da f’(x) hosila mavjud va chekli bo‘lsin.

U holda shunday ¢ € (a, b) nuqta topiladiki,

f(b) - f(a) = f'(c)(b-a)
bo‘ladi.

<4 Ushbu

F(x) = /() - fla) - LOT@D (g )

funksiyani garaymiz. Bu funksiya Roll teoremasining barcha shartlarini
ganoatlantiradi. Ayni paytda, uning hosilasi
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| 1 A

f(b)-f(a)
EN) =) ——

oremasiga binoan, shunday ¢ (¢ € (a, b)) nugta topila-

F(c)=0 )

o

' ,_-};-'va (2) munosabatlardan

" f(b)-f(a) _
P (e) - = S 0,

f(b) - f(a)= f'(c)(b-a)
ib chigadi. P ) _

. Aytaylik, f(x) funksiya (@, b) da f'(x) hosilaga ega
b) da f'(x) = 0 bo‘lsin. U holda Vxe (a, b) da
bo‘ladi.
(a, b) ni olib, chekkalari x va x, bo‘lgan segmentda
: Lﬂgmnj teoremasini qo‘llab f(x) = f(x,) = const

x) Vag(x) funksiyalar (a, b) da f(x), g(x) hosilalarga ega
gn, b) da f'(x) = g’(x) ba‘lsin. U holda Vx € (a, b) da
-const bo‘ladi.

aning isboti f(x) — g(x) funksiyaga nisbatan 1-natijani
kelib chigadi. »

(Koshi teoremasi.) Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar
bajarsin. y

Cla, b], g(x)e Cla, b];

(a, b) da f'(x) va g’(x) hosilalar mavjud va chekli;

(a, b) da g'(x) = 0 bo‘lsin.

shunday c e (a, b) nuqta topiladiki,

f(b)-f(a) _ f'(e)

g(b)-g(a) g'(c)

8(b) # g(a) bo‘lishini ta’kidlab o‘tamiz, chunki
bo‘ladigan bo‘lsa, unda Roll teoremasiga ko‘ra shunday
a topilar ediki, g’(c) = 0 bo‘lar edi. Bu 3- shartga zid.
135




Quyidagi
®(x) = f(x) - f(@ - LT O [g(x) - g(@)], (xela, b))
funksiyani garaymiz. Bu funksiya Roll teoremasining barcha shartlarinj
qanoatlantiradi. Unda Roll teoremasiga binoan shunday c e (a, b)
nugqta topiladiki,
D(c)=0 (3)
bo‘ladi. Ravshanki,
poox . £ fb)-f(a) .
P(x) =F(x) - T & ¥ (@)
(3) va (4) munosabatlardan

¥ f(b) f(a) ’
S~ g(b)-gla) gta) g(c)=0,

— Jb)-fla) _ f'e)
s 2(b)-g(a) ~ g(c)
bo‘lishi kelib chigadi. »

1-misol. ¥x’, x"e R uchun |sin x’-sin x| € | x"-x"| teng-
sizlik isbotlansin.

« Aytaylik, x" < x" bo‘lsin. f(x) =sinx ga [ x’, x"] da Lagranj
teoremasini qo‘llaymiz. Unda shunday ¢ € (x’, x”) nuqta topiladiki,
| sinx” —sinx"| = |cose|- (x”" ~x’)
bo‘ladi. Agar Vfe Rda |cost| <1 ekanini e’tiborga olsak, u holda

yuqoridagi munosabatdan
|sin x" —sin x* | < | x" = x"|,
bo‘lishi kelib chigadi. P
2- misol. Ushbu

(Vx’, x"e R)

e*2l+x
tengsizlik isbotlansin.

« Aytaylik, x > 0 bo‘lsin. Unda f(¢) = ¢’ funksiyaga [0, x] da
Lagranj teoremasini qo‘llab topamiz:
e* —e® =ef(x-0), ce(0,x).
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9 da e > | bo‘lishini e’tiborga olsak, u holda keyingi
e* > 1 + x bo‘lishi kelib chigadi. ,
bo‘lsa, unda f(f) = e' funksiyaga [x, 0] da Lagranj
qo'llab,

r e —e’ =e‘(0-x)

0, e < 1 bo‘lishini e’tiborga olib, e*2 1 + x ekanligini

5

i x=0da e =1 Demak, Vxe Rdae*21+ x. P
Ushbu

'£E<ln5<f-_b, (0<b<a)
a b b

2 uzluksiz va (b, @) da f'(x) =J1? hosilaga ega.
ranj teoremasiga ko‘ra shunday ¢ (b < ¢ < a) nugta

Ina-Inp _ 1 5)
a-b ¢
b<c<a=>l<l-<l. (6)
a ¢ b
) munosabatlardan
a-b a _a-b
T . B

chigadi. »
ya hosilasinig uzilishi haqida. Faraz gilaylik, f(x)
B} ning x, nuqtasidan boshga barcha nugtalarida f”(x)
bo* hb ﬁmksrya xo nuqtada uzluksiz bolsin.

p hosila f"(x, — 0) ga ega bo‘lib, f"(x, — 0) = b bo‘ladi.
_f(x) = d limit mavjud bo‘lsa, u holda f (x) funksiya
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« Aytaylik, Ax # 0 va x; + Ax e (a, b) bo‘lsin. Lagranj teore-
masidan foydalanib topamiz:

S +Ax)-f(xg)

o =f'(x+6-Ax), (0<0<1).

Endi lim f'(x)=5%

x—rx5-0
mavjud bo‘lsin deylik. Unda

xi’ﬂ,‘ fi(x)= hlpwf(x)a}g_rgof{xo +Ax) =b
bo‘lib, Ax —» —0da f'(x; +6-Ax) — b,
Ax

bo‘ladi. Demak, f’(x; —0) = 5. Shunga o‘xshash, f’'(x, +0)=d
bo‘lishi ko‘rsatiladi. »

Aytaylik, f(x) funksiya x, nuqtada hosilaga ega bo‘lsin. U holda,
ravshanki,

F'(x=0)= f'(xp +0) = f'(xp)
bo‘ladi. Ayni paytda,
Jm, £, im0
limitlarning mavjud va chekli bo‘lishidan
xng_of (x)= x.lfmef (x) = f'(x)
bo‘lishi kelib chigadi.

Bundan quyidagi xulosa kelib chiqadi: agar f(x) funksiya (a, b) da
Jf'(x) hosilaga ega bo‘lsa, u holda bu f”(x) hosila birinchi tur uzilishga
ega bo‘lolmaydi.

Boshgacha aytganda, har bir x,e(a, b) nuqtada f’(x) funksiya

yoki uzluksiz bo‘ladi, yoki ikkinchi tur uzilishga ega bo‘ladi.
4- misol. Ushbu

P = xsm , agar x# 0 bolsa,
0, agar x =0 bo‘lsa
funksiyani garaylik. :
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bo‘lgan holda quyidagiga ega bo‘lamiz:

N AR, |
j‘(x)_szmJ—r cos .
lean holda hosila ta’riﬁga ko‘ra

»sint
f'(0)=yfg "i£=0

' mak, f*(x) funksiya R da aniqlangan va x # 0 da uzluksiz
hosila x = 0 nuqtada ikkinchi tur uzilishga ega bo‘ladi,
0da

Noon o b o ¥
f(x)-2xsm; cos —

| niiga ega emas. >
Mashgqlar

r f(x) funksiya (a, b) da chekli f"(x) hosilaga ega bo‘lsa,
b) da tekis uzluksiz bo‘lishi isbotlansin.

x) va g(x) funksiyalar x > x, da chekli hosilalar: f"(x),
g h‘lih,

,bfﬁ;l_:g) =g(x), x>x da f'(x)>g'(x)

X > x, da f(x) > g(x) bo‘lishi isbotlansin.

-1 uchun

X
“—xsln(1+x)$x

ing o‘rinli bo‘lishi isbotlansin.

22- ma’ruza
Funksiyaning differensiali

a differensiali tushunchasi. Faraz gilaylik, f(x) funk-
berilgan bo‘lib, x, e (a,b), x, + Ax e (a,b) bo'lsin.
Af (xp) = f(x, +A’f) f(xy) ayirma f(x) funksiya-
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I- ta’rif. Agar Af(x;) ni ushbu
Af (x5) = A - Ax + aAx

ko‘rinishda ifodalash mumkin bo‘lsa, f(x) funksiya x, nuqtada
differensiallanuvchi deyiladi, bunda A = const, Ax - 0 da o — 0.

Teorema. f(x) funksiya x € (a, b) nuqtada differensiallanuvchj
bo‘lishi uchun uning shu nuqtada chekli /”(x) hosilaga ega bo‘lishi
zarur va yetarli.

« Zarurligi. f(x) funksiya x € (a, b) nuqtada differensiallanuvchi
bo‘lsin. Ta’rifga binoan,

Af(x) = A- Ax + aAx

bo‘ladi, bunda 4 = const, Ax —» 0 da a — 0.
Bu tenglikdan foydalanib topamiz:

) _g4d
Ax ;]
lim ¥ im (4+a) = 4.
Ax—0 Ax Ax—0

Demak, f(x) mavjud va f'(x) = A.
Yetarliligi. f(x) funksiya x € (a, b) da chekli /'(x) hosilaga ega
bo‘lsin. Ta'rifga ko‘ra
) Tiem J(XHAX)-F(X) _ . - Af(X)
i el -

Ax—0  AX

bo‘ladi. Agar
& (X) _ prg oy _
TR AR
deyilsa, undan
Af (x) = f'(x) - Ax + aAx
bo‘lishi kelib chigadi, bunda Ax — 0 da o — 0. Demak, f(x) funksiya
differensiallanuvchi. p '
2- ta’rif. Funksiya orttirmasidagi f”(x,) - Ax ifoda f(x) funksiya-
ning X, nuqtadagi differensiali deyiladi va df (x,) kabi belgilanadi:
df(xg) = flxg) - Ax.
Avtaylik, x € (a, b) nugtada differensiallanuvchi f(x) funksiyaning
grafigi 6- chizmada tasvirlangan egri chizigni ifodalasin:
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6- chizma.

jlgan chizmadan ko‘rinadiki,

pC _
ac - 8¢

—tgo- AC = f'(x)  Ax bo‘ladi. foilis
' funksiyaning x nuqtadagi differensiali funk_sn-ya gra-
nuqtada o‘tkazilgan urinma orttirmasi DC ni ifodalar

f(x) = x, xe R bo'lsin. Bu funksiya diﬁ‘eren'-
, df(x) = (x)'-Ax = Ax, ya'ni dx = Ax bo’ladi.
, b) da differensiallanuvchi f (x) funksiyaning differensialini

df (x) = f'(x)-dx

alash mumkin. _ nxY
 funksiyalarning differensiallarini keltiramiz:

“Igx, (x>0).
=a* . Ina-dx, (a>0, a#l).

2 =Liog, edr, (x>0, a>0, ax1).

1l X) = cos xdx.
§ X) = —sin xdx.

1 n
- dx % =+ kx, k=0,%1,...).
e (x 5
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7. d(ctgx) = ————dx, (x#kn, k=0,£1,..).
sin” x
: 1
8. d(arcsin x) = dx, (-l<x<l).
(a ) iz
9. d(arccosx) = —Wl_;dx, (-1<x<]).
-X

10. d(arctg x) = —— dx
l+x

1
=——_dx.
11. d(arcctg x) -

12. d(sh x) = ch xdx.
13. d(ch x) = sh xdx.

1
= ——dx.
14. d(thx) = ——

15. d(cthx) = -;h—lz-;dx, (x #0).

2°. Funksiya differensialining sodda goidalari. Faraz qilaylik, f(x)
va g(x) funksiyalar (a, b) da berilgan bolib, x € (@, b) nuqtada

differensiallanuvchi bo‘lsin. U holda x e (a, b) da
1) d(c- f(x)) = cdf (x), ¢=const;
2) d(f(x)+ g(x)) = df (x) + dg(x);
3) d(f(x)g(x)) = g(x)df (x) + f(x)dg(x);

f(x))_ g(x)df (x)-f (x)dg(x) AW
) ""’[gm) TOED, (g 20
bo‘ladi. Bu tasdiglardan birini, masalan 3- sini isbotlaymiz.
<« Ma’lumki,
d(f(x)g(x)) = (f(x)g(x))dx .

Agar
(f(x)g(x)) = f(x)g(x) + f(x)g'(x)

bo‘lishini e’tiborga olsak, u holda quyidagi tenglikka kelamiz:
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d(f(x)g(x) = (S (x)g(x) + f(x)g"(x))dx =
x) [ (x)dx + [(x)&'(x)dx = g(x)df (x) + [ (x)dg(x). »
; gilaylik, y = f(x) funksiya X c R to‘plamda, g(y) funksiya
+ xe X} to‘plamda berilgan bo‘lib, /“(y) va g’(y) hosila-
in. U holda

d(g(f(x)) = g'(f(x))-df (x)

y funksiyaning hosilasini hisoblash qoidasidan foyda-

[ D] dx = &'/ () ' (x)dx = '(f (x))-df (x). B

“a’rifdan foydalanib, ushbu f(x) = x — 3x? funksiyaning
i differensiali topilsin.
nksiyz ing x, = 2 nuqtadagi orttirmasini topamiz:
| )= f(2+8x) - f(2) =2+8x =32+ Ax)? -2 +12 =
| -‘=—1!-Ax-3Ax2=-11-Ax+(-3ax)-Ax.
df(2)=-11-dx. »

siya differensiali va tagribiy formulalar. Funksiya differen-
taqgribiy formulalar yuzaga keladi.
x) funksiya (@, b) da berilgan bo‘lib, x, € (a, b)
i f'(x,) hosilaga (f'(x,) # 0) ega bo‘lsin. U holda

Af(xg) = f'(xo) - Ax + 0(Ax)

_. a{ (x) funksiya x, nuqtada differensiallanuvchi bo‘lib,
df(xg) = ['(x) - Ax

Af (xy) —df (xp) = 0(Ax)
& )= (x0) _

Ax
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3
L

ga ega bo‘lamiz. Natijada O A+x)® =1+ wf, In(1+ x) = x,

(xp) = df (xp), ._
. Af (xp) = df (xp) ‘. m-ﬁ,néx, sin x = X,
S %o +Ax) = f(xp) + f(xp) - Ax ) R tgx = x.

B

tagribiy formula hosil bo‘ladi. (1) formula x; € (g, b) nugtada diffe-
rensiallanuvchi f(x) funksiyaning x, nuqtadagi orttirmasi Af (%) ni
uning shu nuqtadagi differensiali df (x;) bilan almashtirish mumkin-
ligini ko‘rsatadi. Bu almashtirishning mohiyati funksiya orttirmasj
argument orttirmasining, umuman aytganda, murakkab funksiyasi
bo‘lgan holda, funksiya differensiali argument orttirmasining chizigli [ 2
funksiyasi bo‘lishidadir. . y =arcig J+ln Vi +v
(1) formulada Ax = x - x, deyilsa, unda differensiali topilsin.
F(x) = fxg)+ f'(x)(x — xg) 2 A

. f=

Mashqlar

k, u va v lar differensiallanuvchi funksiyalar bo‘lib,
rensiallari du va dv bo‘lsin. U holda ushbu

bo‘ladi.
2- misol. Ushbu sin 29° miqgdor taqribiy hisoblansin.
4 Agar f(x)=sinx, x, =30° deyilsa, unda (2) formulaga ko‘ra

X arctg l , agar x #0 bo'lsa,
agar x =0 bo'lsa
nugtada differensiallanuvchi bo‘ladimi?

sin 29° = sin 30° + cos 30° - (29° —30")-526—;-5 =0,5 - ‘?— : 32-30 =0,4848 Jshbu JL2, 1,02, /1,002
bo‘ladi. P g taqribiy giymati topilsin.

Ma’lumki, x, € (a, b) nuqtada differensiallanuvchi f(x) funksiya
grafigiga (x,, f(x,) nugtada o‘tkazilgan urinmaning tenglamasi quyi-
dagi ko‘rinishda yoziladi:

y=f(x)+ f (%) x - xp) .
Demak, (2) taqribiy formula geometrik nuqtayi nazardan, /(x) funksiya
ifodalagan egri chizigni x, nuqtaning yetarli kichik atrofida shu funksiya
grafigiga (x,, f(x,)) nuqgtada o‘tkazilgan urinma bilan almashtirish
mumbkinligini bildiradi.

(2) formulada %, = 0 deyilsa, u ushbu

f(x)= f(0)+ f'(0)x 3

| 23-ma’ruza
isiyaning yuqori tartibli hosila va differensiallari

ksiyaning yugori tartibli hosilalari. Faraz gilaylik, f(x)
b) da berilgan bo‘lib, Vxe (a, b) da f'(x) hosilaga ega

(x) funksiyani g(x) orqali belgilaymiz:

_ g(x) = f'(x), (xe(a,b)).

f. Agar x,< (a, b) nuqtada g(x) funksiya g(x;) hosilaga

bu hosila f(x) funksiyaning x, nugtadagi ikkinchi tartibli

2

yiladi va f”(x,) yoki : zzx{.) kabi belgilanadi.

shunga o‘xshash, f(x) ning 3- tartibli f”(x), 4- tartibli
K. tartibli hosilalari ta’riflanadi.

ko‘rinishga keladi.

f(x) funksiya sifatida (1+x)*, V1+x, €, In(1+x), sinx, 8¥
funksiyalarni olib, ularga (3) formulani go‘llash natijasida quyidagt
taqribiy formulalar hosil bo‘ladi:
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Umuman, f(x) funksiyaning - tartibli hosilasi bo‘lgan £ "(x) Ning

hosilasi f(x) funksiyaning (n+1)- tartibli hosilasi deyiladi:

£ (x) = (0 (x))'.
Odatda, f(x) funksiyaning /"(x), f"'(x),

etadi. Ammo bu hosilalarning mavjudligidan »-
ligi, umuman aytganda, kelib chigavermaydi. Masalan,

Flay= 2

funksiyaning hosilasi /“(x) = |x| bo‘lib, bu funksiya x = 0 nuqtada
hosilaga ega emas, ya’ni berilgan funksiyaning x = 0 da birinchi

tartibli hosilasi mavjud, ikkinchi tartibli hosilasi esa mavjud emas.
1-misol. f(x)=a" bo'lsin, a> 0, xe R Bu funksiya uchun
(@) =a* Ina,
(@*)" = (a* Ina)’ = a*(In a)?,
umuman
(@) = a*(Ina)" (n

bo‘ladi. (1) munosabatning o‘rinli bo‘lishi matematik induksiya usuli
bilan isbotlanadi.

2-misol. f(x) =sin x bo‘lsin. Bu funksiya uchun

(sinx)" =cosx = sin(x+ ;),

(sin x)* = (cos x)’ = —sin x = sin(x + 2-;5)

Umuman, (sin x)” = sin (x +n E)

2
bo‘ladi. Shunga o‘xshash,
(cos x)™ = cos (x + ng)

bo‘ladi.
146

... hosilalari uning yugorj
tartibli hosilalari deyiladi. Shuni ta’kidlash lozimki, £ (x) funksiyaning
x € (a, b) da n- tartibli hosilasining mavjudligi bu funksiyaning shy
nugqta atrofida 1-, 2-, ..., (n—1)- tartibli hosilalari mavjudligini taqozg
tartibli hosila mavjud-

x) = x" bolsin, x > 0, o € R. Bu funksiya uchun
(xu. )f = axu—l .

(Iu )n i (axn-—l )' = (X((I — l)xa—l ;

) 4 4 TS

n, f(x)= % (x > 0) funksiya uchun

L N _ 1n!
g :"I ('J_C) B XMI
) _y-l1 -
¥ (In x)(ﬂl <3 _l)_?'(i 1)t

f(x) va g(x) funksiyalar (a, b) dalberilgan bo‘lib,
f(x) va g ™(x) hosilalarga ega bo‘lsin. U holda:

: M = ¢. f™(x), ¢=const;
B g(x) ™ =" (x) £g"(x);

GO =3 Ch P )£ (), &)
' k=0

; o> -

n(n-1)...(n-k+1) (0) -
____k__*) FO(x) = f(x)

lardan 3- sining isbotini keltiramiz. Ravshanki, » = 1 da
o‘rinli bo‘ladi. Aytaylik, (2) munosabat » — 1 da

: (x) - g(x)" ) = “z-‘l‘ Ck f®(x)- g™ (x).
k=0

ni hamda
. 2

k-1 _ rk
n-1 % CH—] - Cn
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bo-lishini e’tiborga olib, topamiz:

4

4 n-1
(/(x)- g™ = ((f(x) - g(x) ") ={ZC:_.I“"(x) -g‘"-‘*)(x;] .
k=0

n-1
= ;c,’:.l P8P () + S0 (20" (x)) = €L (0™ (x) 4
n-1
+3 (G +CE) P (g0 () + €4 £ (1) g(x) =
k=0

=iC,i‘f‘” (x)g" P (x). »
k=0

Odatda, (2) Leybnits formulasi deyiladi.
4- misol. Ushbu

y =x? cos2x
funksiyaning n-tartibli hosilasi topilsin.
<« Leybnits formulasida /(x) = cos2x, g(x)= x> deb olamiz.

Unda bu formulaga ko‘ra, ayni paytda g(x) = x? funksiya uchun
k> 2 bo'lganda

g9 (x)=(x*)*® =0, (k>2)
bo‘lishini e’tiborga olib topamiz:
(x? cos 2x)™ = CIx?(cos 2x)™ + C(x?) - (cos 2x) ™ +

+C? (x?)"(cos 2x)" 2.
Ravshanki,

(cos2x)™ =2" cos (Zx +n- ;),

(cos2x)" D = 2" ¢og (Zx +(n-1) 12‘] =2"sin (2 X+n ;),

(n-2) _ an-2 > .

(cos2x) =2 cos(2x+(n—2)5)_-2 cos(2x+n5).
Demak,

(x? cos2x)™ = 2" (xz _ n(:-z)

)cos (Zx + ng) +2" nxsin (2x+ ng) >
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ing yuqori tartibli differensiallari. Faraz qilaylik,
a, b) da berilgan bo‘lib, xe (@, b) nugtada f"(x)
. Ravshanki, f(x) funksiyaning differensiali

df (x) = f'(x)dx A3)
dx = Ax — funksiya argumentining ixtiyoriy orttirmasi.
f(x) funksiyaning x e (a, b) nuqtadagi differensiali
siali f(x) funksiyaning x € (a, b) nugtadagi ikkinchi
/i deyiladi va d % (x) kabi belgilanadi:

d? f(x) = d(df (x)).

a o‘xshash, f(x) funksiyaning uchinchi d3f(x),
va h.k. tartibdagi differensiallari ta’riflanadi.
funksiyaning »- tartibli differensiali d”f(x) ning
funksiyaning (n+1)- tartibli differensiali deyiladi:

d" f(x)=d(d"f(x)).

f(x)=xe™*
kinchi tartibli differensiali topilsin.
funksiyaning ikkinchi tartibli differensialini ta’rifiga

f(x) = d(df (x)) = d(d(xe ™)) = d(xde™ + e *dx) =
i (—x¢ *dx + e *dx) = —d(xe *)dx +(de " )dx =
| =—(xde™ + e dx)dx - ¥ (dx)? =
) —e*(dx)? - e*(dx)? =(x-2)e*(dx)*. P
h goidasidan foydalanib topamiz:

(X) =d(df (x)) =d(f'(x)dx) =dx-d(f'(x)) =
S (x)dx = f7(x)(dx)?,
) = d(d’f(x)) = f"(x)(dx)*, @

-----------------------------

) = [ (x)(dx)".
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Masalan, yugorida keltirilgan misol uchun
d*(xe™™) = (xe™)"(dx)? = (€™ — xe™™) (dx)? =
= (e —e* —xe*)(dx)’ = (x-2)e " (dx)?

(4) munosabat bilan solishtirib ikkinchi tartibli
differensial shaklining invariantligi xossasi o‘rinli emas-

Mashglar
bo‘ladi. b

Avytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar (a, b) da berilgan bo° lib,
Vxg € (a, b) nuqtada n- tartibli differensiallarga ega bo‘lsin. U holda

)d"(c- f(x))=c-d"f(x), ¢ =const;
2) d"(f(x)£g(x)) =d"f(x) £ d"g(x);
3) d"(f(x)-g(x)) =d"f(x)- g(x) + C,d"" f(x) - dg(x) +
+.+CEA"* f(x) - d*g(x) +...+ f(x) d"g(x)
bo‘ladi.
Bu munosabatlarning 1- va 2- larining isboti ravshan. 3- muno-
sabatni isbotlashda (2) formuladan foydalaniladi.

3°. Differensial shaklining invariantligi. Aytaylik, y = f(x) funksiya
(a, b) da differensiallanuvchi bo‘lib, x o‘zgaruvchi o'z navbatida
biror 1 o*zgaruvchining fo, B} da differensiallanuvchi funksiyasi bo‘lsin:

x=0() (te|o,Bl, x=0(t)ela, b)]).

f(x)=|xP :
0 nugtada uchinchi tartibdagi hosilaga ega bo‘ladimi?
£(x) = (x=1)? sin xsin(x - 1)

tartibli hosilasi topilsin (n > 2).
£(x) funksiya n- tartibli hosilaga ega bo‘lsa,

 df(ax+b)=a" " (@x+b) (@0

24- ma’ruza
Teylor formulasi

phad uchun Teylor formulasi. Ushbu

by + b (x - %)+ By (x-%) +..+B(x-x)" (1)
- darajali ko‘phadni) garaylik, bunda x,€ R va
baqiq‘ry sonlar. Bu by, by, ..., b, lar quyidagicha ham

Natijada

y = f(x) = f(o(1))
bo‘ladi. Bu funksiyaning differensiali

: x = x, deyilsa,
dy = (f(@())dt = f'(o(1)) - @'(t)dt = f'(q(t)) - do(t) = ['(x)dx . by = P(x,)
bo‘lib, u (3) ko‘rinishga ega bo‘ladi. Shunday qilib, y = f(¥) ) funksiyani differensiallab,

funksiyada x o‘zgaruvchi erkli bo‘lgan holda ham, u biror 7 0Z-

garuvchiga bog‘lig bo‘lgan holda ham y = f(x) funksiya differen-

sialining ko‘rinishi bir xil bo‘ladi. Odatda, bu xususivat differensial

shaklining invariantligi deyiladi.

. yd=f(tp(t)) funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali quyidagicha
o‘ladi:

d*y = d(df) = d(f'(x)dx) = df "(x) - dx + ['(x) - d(dx) =
= £7(x)- (dx)? + f'(x)d’x.

=18 +2-b -(x- x0)+ 1 b= % Y
a x = x; deb

:ikkimartadiﬁcrensiallab
(X)=2.1:b, +...+n(n=1)-b,(x— x)"*

X = x, deb topamiz:
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_ P(x)

2t - f(x)=P,(f;x)+R,(x),
Bu jarayonni davom ettira borib, Yk > 0 da
P8 (xp) : " 5
be =4 fm)+£§-fl’(x—xo)+...+f( n‘,’“’(x—xo) +R,(x) (3)
bo‘lishini topamiz. k : . _
Natijada P(x) ko‘phad quyidagi ko‘rinishga keladi: la kelamiz. Bu (3) formula f (x) funksiyaning Teylor formulasi

formuladagi R,(x) esa Teylor formulasining qoldiq hadi

P(x) = P(x,) + P’(lf")(x -Xp) + P';-‘:‘o)(x —xg)? 4.4

P (xp)
n! i (x-
Demak, P(x) ko‘phad o‘zining hamda hosilalarining biror nuqta-
sidagi giymati bilan to‘liq aniglanar ekan. (2) formula P(x) ko ‘phad
uchun Teylor formulasi deyiladi.
2°. Ixtiyoriy funksiyaning Teylor formulasi va uning qoldiq hadlari.
Faraz qilaylik, f(x) funksiya (a, b) da berilgan bo‘lib, x, € (a, b)
bo‘lsin. Bu funksiya x, nugtaning

Us(x) = (xy = 8, xy + 8) < (a,b), §>0

iq had R,(x) ni aniglaymiz. x, nugtaning Us(xp) atro-

+ 140, uShbu

X)". [h))

-1~ 120 - L0074+ O
i [%0,x] < Us (xp) (yoki [x,x] < Us(%p)) da qaraymiz.
ya [, x] segmentda uzluksiz bo'lib, (x,, x) da hosilaga

-[f-l—"’? (x-1)- f’(r)]—[i;—(!p(x 2 =T x- :)]- -
atrofida f'(x), f"(x), ..., f™(x), /" (x) hosilalarga ega bo‘lsin. k. : ; i
: ::." Iﬂ(t)(x-f)"—ﬂ—ﬁ(x—f)ml]=— (f)(x_t)n'

Funksiya hosilalaridan foydalanib, ushbu (nD)! nl
B fi 0 = £ i) + L0 (- 3) 4 L0002 s

£
, n!xo)

n+l)

Fy=-L2D 1y,
(x — X )ﬂ > L
' i [x;, x] da uzluksiz, (x,, x) da chekli (nolga teng bo‘Imagan)
L ega ®(x) funksiyani olib, F(x) va ®(x) funksiyalarga [x, xo]
1i teoremasini qo‘llaymiz. Natijada quyidagi

F(x)-F(x) _ F'(c) @
o(x)-@(x9) ()

kelamiz, bunda ¢ = x, +8(x -x), (0<08<1) .

:

ko‘phadni tuzamiz.
Agar f(x) funksiya n- darajali ko‘phad bo‘lsa, ravshanki,
f(x) — Pn(f;x)
bo‘ladi.

Agar f(x) funksiya ko‘phad bo‘Imasa,
f(x)# P, (f;x)
bo'lib, ular orasidagi farq yuzaga keladi. Uni R, (x) orqali belgilaymiZ | £ ()
R,(x) = f(x)=P,(f;x). E(x)=0, F(x))=R,(x), F(o)=-1—"(x-0)"
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Unda (4) tenglikdan

o(x)-d(xp) fI( "
R, (x) = xc-’(c:xn' nl D (x-c) ©)

bo‘lishini topamiz.
a) Koshi ko‘rinishidagi qoldiq hadli Teylor formulasi.

Aytaylik, ®(f) =x -t bo‘lsin. Unda
®(x)=0, ®(x;) =x-x5, ®(c)=-1
bo‘lib, (5) tenglik quyidagi

") ~(x-x) "
Ko (x) = n! —(n+1)(x-c)" (x-c) =

(n+1)
L O -0 (x-x)F (x-%) =

_ f““*”(c) (x—XQ)HI (l -B)H

n!

ko‘rinishga keladi. Bu holda

f(x):f(x°)+“x°)(x X)+f'(x°)(x xg)? +.. 4

f‘";(xo)(x T 2T i ()(x x5)™ (1 - 0)"

formula hosil bo‘lib, uni f(x) funksiyaning Koshi ko ‘rinishidagi qoldiq
hadli Teylor formulasi deyiladi.
b) Lagranj ko‘rinishidagi qoldiq hadli Teylor formulasi.

Aytaylik, ®(f) = (x —#)""! bo‘lsin. Unda

D(x) =0, D(x)= (x~x)",
®'(c) =—(n+1)(x-c)", (c=x +6(x-X))
bo‘lib, (5) tenglik quyidagi
f“‘*”tc) —(x-x)™ f‘ D(e) "
R,(x) = BT (x=-¢c)" .7 = (x = xp)
ko‘rinishga keladi. Bu holda
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f(x)=f(xo)+“"°)(x xn)+”x°’(x %) +.
7" (x0) T il )
+_-n_!xo-'(x_x°) i n!(

(x_xo)nl’ (6)
(c=x+06 (x-x5), 0<0<])

rm hosil bo‘lib, uni f(x) funksiyaning Lagranj ko ‘rinishid
ldig hadli Teylor formulasi deyiladi. ¢ ag!

d) Peano ko‘rinishidagi qoldiq hadli Teylor formulasi.
- Yugoridagi (6) formuladan foydalanib topamiz

f(x)=f(xn)+f(x°)(x - X )+f(x“)(x ~xg)? -4

SO (xp) w1, F™)
oy %) R,

(c=x+68(x-x5), 0<B<])

! {;’(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz. Demak, x — x; da ¢ — x,

L) = " (xp)-
Shuni e’tiborga olib, x — x; da

(n) ) ” (n) X
‘ fn!(c (x-xu) :f n(!xﬂ)(x_xo) +o((x_xn)u')
)0‘lishini topamiz. Natijada ushbu
F@ = 1)+ L x 3y + L0 oy 24y

P (x)
n

+

(x=x)" +0((X=%)"), (x=x,)

fm‘mula hosil bo‘ladi. Bu formula f(x) flmks;yanmg Peano ko ri-
nishidagi qo:’dtq hadli Teylor formulasi deyiladi.

~_ 3°. Ba’zi funksiyalarning Teylor formulalari. /(x) funksiyaning
Peano ko‘rinishidagi qoldiq hadli Teylor formulasini olamiz:

f@ = Fo)+ L0 xx) + L0 gy
f"(xe)

(x=x)" +o((x=x)"), (x= x,).
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Bu tenglikda x, = 0 deb, ushbu
1o f'(ﬂ) £7(0)
. LA E =

X"+o(x"), (x=0) (7)

formulaga kelamiz. i?) formula JF(x) ﬁmksryamng Makloren formulasi
deyiladi.
1) f(x) =e* bo‘lsin. Bu funksiya uchun f£(0)=1, f™(0)=1
bo‘lib,
2
e =1+x+5 57+ x3 +..+—‘::!+o(x”), x—-0
bo‘ladi.

2) f(x)=(1+x)", ae R bo'lsin. Bu funksiya uchun

fO) =1, f™M0)=o(o-1)..(c—n+1)
bo‘lib,

u(q-—l) (o=k+1) o

(14 x)* = i

k=0
bo‘ladi. Xususan,

+o(x"), x>0

n
%=Zx*+o(x”), x=0
Gl =
n
l—:;=2(-l)*x*+o(x”), x—=0
k=0

bo‘ladi.
3) f(x) =In(l1+ x) bo‘lsin. Bu funksiya uchun
£(0)=0, f®(0)=(D*"(k-1)!
In(1 +x) = Z‘ ot

k=1

bo‘lib, +0o(x"), x>0

bo‘ladi.
Shuningdek, In(l-x) = -z_ +o(x"), x>0

bo‘ladi.
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B e A 2k+1
" "“E(‘l)k(%;lm“’(xm)’ x—0

+o(x2"*l) x—=0

x2k
cosx = Z( D S an

fly= oo

”. Ani quyidaglCha
fin- ! :

Ix+2 2[l+;x]

: I_"_kt n
m—é( D¥x* +0(x"), x>0
idan foydalanib topamiz:
3-»— ):( 1)“ > X to(x"), x>0, p

Mashglar
lik formulalardan foydalanib, ushbu
x2

. e 2 —cosx
< B e
x=0  x’sinx

flx)=¢"
Teylor (Makloren) formulasi yozilsin.
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, 6-BO B
FUNKSIYA HOSILALARINING BA’ZI BIR
TATBIQLARI

25- ma’ruza
Funksiyaning monotonligi. Funksiyaning ekstremumlari

1°. Funksiyaning monotonligi. Faraz qilaylik, f(x) funksiya
(a, b) da (—= < @ < b < +oo) berilgan bo‘lsin.

Ma’lumki, Vvx;,x, € (a,b) uchun x; <x, = f(x) < f(x,)
(f(x) < f(x,)) bo'lsa, f(x) funksiya (a, b) da o*suvchi (qat’iy o‘suv-
chi), Vx;, x, € (a, b) uchun x; <x;, = f(x) 2 £(>3), (f(x) > f(x))
bo‘lsa, f(x) funksiya (a, b) da kamayuvchi (qat’iy kamayuvchi) de-
yiladi.

1- teorema, Aytaylik, f(x) funksiva (@, b) da berilgan bo‘lib,
Vx e (a, b) da f'(x) hosilaga ega bo‘lsin.

f(x) funksiyaning (a, ) da o‘suvchi bo‘lishi uchun vx e (a, b) da

f(x)=20
bo‘lishi zarur va yetarli.

o Zarurligi. f(x) funksiya (a, b) da o‘suvchi bo‘lsin. Unda Ax > 0
bo‘lganda

Sx+Ax)- f(x) 20
bo‘ladi. Hosila ta’rifidan foydalnib topamiz:

()= f'(x+0) = lim XI5 ¢

Yetarliligi. Aytaylik, Vx € (a, b) da f"(x) mavjud bo‘lib, /'(x) 2 0
bo‘lsin. [x;, x,] da (x, x, € (a, b), x; < x,) f(x) funksiyaga Lagran)
teoremasini qo‘llab topamiz:

fq) = f(x) = f(e)-(x; =) 2 0.

Demak, x; <x; = f(x)) < f(x;), f(x) — o‘suvchi. P

Xuddi shunga o‘xshash, quyidagi teorema isbotlanadi. .

2- teorema. Faraz gilaylik, /(x) funksiya (a, 5) da berilgan bo‘lib:
Vxe (a, b) da f'(x) hosilaga ega bo‘lsin. f(x) funksiva (a, b) 92
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hi bo'lishi uchun Vx < (a, b) da

fx)<0

r va yetarli.

k, quyidagi teoremalarni isbotlash giyin emas.

. f(x) funksiya (a, b) da berilgan bo‘lib, Vx e (a, b) da
ega bo‘lsin. f(x) funksiyaning (a, b) da qat’iy o‘suvchi

,b) da f'(x) 2 0;

€ (0., B) da £'(x) = 0 tenglik bajariladigan (c,B)  (a,b)

mavyjud bo‘lmaslik shartlarining bajarilishi zarur va yetarli.
(x) funksiya (a, b) da berilgan bo‘lib, Vx e (a, b)
a ega bo‘lsin. f(x) funksiyaning (a, b) da qat’iy

bo‘lishi uchun

a, b) da f'(x) < 0;

.B) da f'(x) = 0 tenglik bajariladigan («,B) < (a,&)
avjud bo‘Imaslik shartlarining bajarilishi zarur va yetarli.
b) da
D = f(x) o'suvchi = f’(x) 20,
= f(x) kamayuvchi = f’(x) <0,
| = f(x) qat’ly o'suvchi = f(x) 20,
0= f(x) qat’iy kamayuvchi = f'(x) <0

isol. Ushbu

x?
f(x)= o
‘suvchi, kamayuvchi bo‘lish oraliglari topilsin.

Fi(x)=x-2*Q2-xIn2)

Ushbu f'(x)>0, x-2*(2-xIn2)>0 tengsizlik

d, = ) da o'rinli bo‘ladi. Demak, f (x) funksiya x € (o, fg) da
=, 0) U (-l..%, + m) da kamayuvchi bo‘ladi. »
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I

Xc R to‘plamda berilgan bo‘lib, x, € X bo'lsin.
I- ta’rif. Agar shunday & > 0 son topilsaki, Vxe Us(x) 2
=(x -8, xg +8) c X nugtalarda

f(X) 2 f(x) (f(x)2 f(x))
tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya x, nuqtada maksimumga (mini.
mumga) erishadi deyiladi, x, nuqtaga esa f(x) funksiyaning maksimum
(minimum) nugtasi deyiladi.
2- ta’rif. Agar shunday 3 > 0 son topilsaki, Vx e Us(x;) \ {x,)
(Us(x) € X') nugtalarda

f(xX) < f(x) (f(x)>f(x))

tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya x, nugtada qat’iy maksimumga (qat’iy
minimumga) erishadi deyiladi,

Funksivaning maksimum hamda minimumi umumiy nom bilan
uning ekstremumiari, maksimum hamda minimum nuqtalari esa uning
ekstremum nugtalari deyiladi.

5- teorema. Faraz gilaylik, /(x) funksiya X ¢ R to‘plamda berilgan
bo‘lib, x, € X nugtada ekstremumga erishsin.

Agar f(x) funksiya x, nuqtada f”(x,) hosilaga ega bo‘lsa, u holda

f(x) =0
bo‘ladi.

« Aytaylik, f(x) funksiya x, nugtada maksimumga erishib, shu

nugtada hosilaga ega bo‘lsin. U holda
8>0: Vxe Ug(xy) c X da f(x)< flx)

bo‘ladi. il

(xo =&, xo +8) intervalda f(x) funksiyaga Ferma teoremasinl
qgo‘llab topamiz:

f') =0.» _

3- ta’rif. Funksiya hosilasini nolga aylantiradigan nugta uning
stansionar (kritik) nugtasi deyiladi. 3

Eslatma. Agarf(x) funksiya biror nugtada ekstremumga erishsa;
u shu nuqtada hosilaga ega bo‘lishi shart emas.

Masalan, f(x) = |x| funksiya x, = 0 nuqtada minimumga erishadi,
birog u shu nuqtada hosilaga ega emas.
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2°. Funksiyaning ekstremumlari. Faraz qilaylik, f(x) funksiyg

funksiyaning ekstremum nugtalari uning statsionar
vjud bo‘lmagan nugqtalari bo‘lishi mumkin.
r shunday & > 0 son topilsaki,

vxe (x -8, x,) da g(x)>0 yoki

© Wxe (x -85, Xy) da g(x)<0
¢(x) funksiya x, nuqgtaning chap tomonida ishora saglaydi

inday & > 0 son topilsaki,

 Wxe(xy, X, +8) da g(x)>0 yoki

Vxe (x5, x; +8) da g(x)<0

nksiya x; nugtaning o‘ng tomonida ishora saglaydi

Aytaylik, f(x) funksiya X< R to‘plamda berilgan
gi shartlarni bajarsin:

xe Us(xg) c X da f'(x) hosila mavjud,

0:

3
ila x, nugtaning o‘ng va chap tomonlarida ishora

hosila x; nugtani o'tishda ishorasini o‘zgartirsa, f(x)
ada ekstremumga erishadi.

) hosila x, nuqtani o‘tishda ishorasini o‘zgartirmasa,
ya X, nuqtada ekstremumga erishmaydi.

Vxe (xy-8,x) da f'(x)>0,
Vxe (x5, x +8) da f'(x)<0

a Vxe (x;~8,x,), f'(x)>0= f(x) o‘suvchi, ya’ni

Vxe (xg-8,x%) da f(x)<0,
Vxe (x5, x,+8) da f'(x)>0
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bolsin. U holda Vx e (% —8, %), f'(x)<0= f(x) kamayuvchi, yap;
F() > f(xg), Vxe (%o, X +8), f7(x)> 0= f(x) o'suvehi, yapg

f(x) > f(xy) bo'lib, Vx € (x5 — 8, x5 +8) da f(x)> £(xp) bo‘lag;,
Demak, bu holda f(x) funksiya x, nugtada minimumga erishag;j.

Agar Vxe (x,-38,x)da f'(x)>0, Vxe(xy,x +38)daf'(x)p
yoki Vx e (xp =8, xp) da f'(x) <0, Vxe (x5, x +8) da f'(x) <
bo‘lsa, unda f(x) funksiya (x -8, x;, +8) da o‘suvchi yokj

4 formula teoremaning shartida ushbu

{(m) = o
= )+ L0 (- xg)" +o((x = %)"), X =2 %o
keladi. Bundan esa x # X, da

m £ (xq) 0((x—xa) )
ﬁm:(x_x“) [‘ m!xﬂ *@_;;),r]s X =X,

chigadi.
; ta’rifiga ko'ra _n%lf("')(xu)b() son uchun 38> 0,
)\ {x} nugtalarda |

(xo =8, xo +8) da kamayuvchi bo‘lib, f(x) funksiya x, nugtada
ekstremumga erishmaydi. »
7- teorema. f(x) funksiya Xc R to‘plamda berilgan bo‘lib,

quyidagi shartlarni bajarsin: o(x=xp)™) 4l o
e LRIV LG
1) 7(x)e COX); i A

2) 35>0, Vxe Ug(xg)\{xo} da f'(x) hosila mavjud va chekli;

3) f*(x) hosila x, nugtaning o‘ng va chap tomonlarida ishora saqlasin,

Agar f’(x) hosila x, nugtani o‘tishda ishorasini o‘zgartirsa, f(x)
funksiya x, nuqtada ekstremumga erishadi.

Agar f’(x) hosila x; nuqgtani o‘tishda ishorasini o‘zgartirmasa,
S(x) funksiya x, nugtada ekstremumga erishmaydi. a8

Bu teorema yuqoridagi 6- teorema kabi isbotlanadi.

8- teorema. Faraz gilaylik, /(x) funksiva X c R to‘plamda berilgan
vame N, m22, x,e X bo'lib, quyidagi shartlarni bajarsin: 1

1) 36> 0, Vxe Us(xy)c X da f™P(x) hosila mavjud;

2) f'™(x,) hosila mavjud;

3) f'(%) =" () =.. = f" V(%) =0, [ (xp) #0.

mak, xe Us(x;)\ {xo} uchun

L [P o)) S ()
m! (x-xp)™ m:

xi! ishorali bo‘ladi. Bundan esa x € Uz (%) \ {X} da :

U holda m= 2k, ke N'bo‘lganda f(x) funksiya x, nugtada ekstre- Fx) >0, yani fx) > f(x,) bo'ladi. /() funksiva X
mumga erishib, (™ (x,) < 0 bo‘lganda x, nugtada maksimumga, B cichadi
[ (x,) > 0 da minimumga erishadi. m=2k ke N bo‘lib, f™(x))<0 bo‘lsa, unda

Agar m =2k +1, ke N bo'lsa, f(x) funksiya x, nugtada ekstre-
mumga erishmaydi.
4 f(x) funksiyaning x, nugtadagi Teylor formulasi

L ")
f(x) =Z"{ k(,x“)(x—xo)" +o((x—x°)"), X =X
k=0 ;

)<0, ya'ni f(x)< f(x) bo‘ladi. f(x) funksiva x,
imga erishadi.
1, ke N bo‘lsa, f(x)- f(x,) ayirma ishora saq-
funksiya x, nuqtada ekstremumga ezishmayfil. ?
nugta f(x) funksiyaning statsionar nuqtasi bo‘-
X, nuqtada chekli f"(xy) # 0 hosilaga ega bo'lsa,
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_ 26- ma’ruza

_ rigligi, egilish nuqtalari va asimptotalari

shu nuqtada f(x) funksiya f(xy) <0 bo‘lganda makSimumga,_
f"(xy) >0 da minimumga ega bo‘ladi. '

2- misol. Ushbu | iqligi va botiqligi. Faraz gilaylik, /(x)
2a¥ _si S :nbglx x, € (a, b) uchun x, < x,bo’lsin.
J(x)=29x - 5¢x? +1 a berilgan bo‘lib, x;, X; 3 i hrtan
funksiya ekstremumga tekshirilsin. grafigining (x;, (), (%2, f(x

« Bu funksiya R = (-0} +) da aniglangan bo‘lib, u shu top-
lamda uzluksiz. Uning hosilasini topamiz:
2 1
n | '5' 3 _2' -i_lﬂ(x—l)
S =230 -5.5.57 S0 M)
Ravshanki, funksiyaning hosilasi X, = 1 nuqtada nolga aylanadi: a’rif. A
J(1)=0; x, =0 nugtada esa funksiyaning hosilasi mavjud emas, (%, ;) uchun
Hosila ifodasi (1) dan ko‘rinadiki, x = 1 nuqtaning chap tomonidag v : ksiva deyiladi.
nugtalarda f“(x) < 0, o‘ng tomonidagi nugtalarda f’(x) > 0 bo‘ladi, tsiya (a, b) da b"ﬂ_q (qaty bonq()aﬁl;) diim joylashgan
Demak, berilgan funksiya x=1 nuqtada minimumga erishadi va ar har ganday oraliq (x;, X;) < (4,
min f(x) = f(1) = -2 bo‘ladi. _x,) uchun
, Yar't: hgsila lfo;:lasc; (l};l:‘l; kc()]‘rimfdiki; x = l?dnugtanintg ](;h:::. . R L fzix) (fx)> I(x)) '
> ' " . . )
omonidagi nugqtalarda , 0'ng tomonidagi nuqtalar & (4, b) da qavariq (daty qavariq) funksiya deyiladi

S(x) <0 bo'ladi. g i fiklari 7- chizmada tas-
Demak, f(x) funksiya x = 0 nugtada maksimumga erishadi va a qavariq funksiyalaming gra

max f(x) = f(0) =1 bo‘ladi. p 1 50, 0; 20, d) +0 =1 bo'lib, Vx,,x, € (a,b)
Mashglar |

ot boti qhgl hamda qavanqllgim unidasicha
1. /(x) funksiyaning hosilasi nolga teng bo‘Ilgan nuqtada funksiya
ekstremumga erishishi shart emasligi isbotlansin. |

¥ : idagicha
jizigni y = /(x) desak, u quyidagic
chizigni s
" L - A(x) = x2~; S(x)+ ;‘,‘2‘ f(xz)

Xy =

gar har ganday oraliq (x, x,) < (@, b) da joylashgan

F(x) < l(x) (f(x)<I(x))

Yy

2. Ushbu | I(x) 76
f(x)={e < agar x#0 bo‘lsa,
0, agar x=0 bolsa 1)
funksiya ekstremumga tekshirilsin. y i
3. Aytaylik, f(x)e C[a,b] bo‘lsin. Bu funksiyaning [a, 5] dagi
eng katta va eng kichik qiymatlari ganday topiladi?
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3- ta’rif. Agar
S oy x; +03) <oy fi(x) + oy f(x;),
(S (o +039) < 0y f(x)) + 0, f (x5 )
bo‘lsa, f(x) funksiya (a, b) da botig (qat’iy botig) deyiladi.
4- ta’rif. Agar
Soyx +0u%) 2 0y /(X)) + 0y f(X;),
(f((ll.xl +0,X) >0 f(x) +a,f(x,))
bo‘lsa, f(x) funksiya (a, b) da qavariq (qat’iy qavarig) deyiladi.
1- misol. Ushbu

f(x)=x*
funksiya R da qat’iy botiq funksiya bo‘ladi.
« 3- ta’rifdan foydalanib topamiz:

Slogx, + %) = (04X + 05%)" = (0yx)? + 200, +(0,%,)° <
<ofxt + ooy (X +x,)F +0d3xd = oy (o +0y) + 0ux3 (o) +ay) =
=X +0px7 =0y f(x;) + 0/ (x;). P

1- teorema. Faraz qilaylik, f(x) funksiya (a, b) da berilgan bo'lib,
unda f'(x) hosilaga ega bo‘lsin. f(x) funksiyaning (a, b) da botig
(qat’iy botiq) bo‘lishi uchun f’(x) ning (a, b) da o‘suvchi (gat’iy
o‘suvchi) bo‘lishi zarur va yetarli.

A Zarurligi. f(x) funksiya (a, b) da botig bo‘lsin. U holda

VX, x€(a,b), x; <x,, Vxe (x,x,) uchun

D525 () +o )

24 X=X

[)=1 () _ [()-f (x)

X=X X=X

bo‘lib, undan

bo‘lishi kelib chigadi ((x; —x,) = (x; —x)+(x = x;) deyildi). Ke-
yingi tengsizlikda x — x,, so‘ng x — x, da limitga o‘tib,
v f(xz )-f(xl)
()< —xz_-xx_ s
vy s F(x2)-F(x)
f (xZ ) 2 'Tr]——
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iz. Undan f'(x)) s f ‘(x,) bo‘lishi kelib chigadi.

fi :nks iya (a, b) da o'suvchi.
'(a,n;s Ela qat’iy botiq bo‘lsin. U holda

F)-fx) _ fGa)= )

X-X] X=X

Lagranj teoremasiga muvofiq

BT L (), x <ofie;
X=X

B L0 70 prey), k20 4
L

- F(x ) < [(x,) bo'lishi kelib chiqadi. T
jj;’((xl) funksiya (a, b) da o‘suvchi (qat’ty o suvchi)

X, € (a, b), x, <X, da
L s f) )< S ).

i teoremasidan foydalanib topamiz:
R

Y

SO _ (), x <6 <X
X=X

,},r_(_‘fl’__):[.(_x.).=f'(c2), X<C <X
Xp=X

, %4 <G <X<6 <) =q<0. Demak, f'(¢) < f'(&)
- ag)) bo‘lib, yugoridagi munosabatlardan
9) ¢ f(x)-f(x) (f(x)—f(xl) PAC )*f(x))

' Xp—X X=X Xy —X

adi. Bu esa f(x) funksiyaning (a, b) da botiq (gat’iy

di. » _
3 ’ - - - d[.
unga o‘xshash, quyidagi teorema ham 1s‘b_ot1ana '
sma. f(x) funksiya (a, b) da berilgan bo‘lib, unda f'(x)
bo‘lsin

. i . 3 . T - hun
iyaning (a, b) da qavariq (gat’ly qavar}q) b‘o' hs_hl uc
, b) da kagnayl)wchi (qat’iy kamayuvchi) bo lishi zarur va
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Vxe (-8, 0) da f"(x)<0
vxe (0,8) da f(x)>0, (6>0)

A . .
ytaylik, £(x) funksiya (a, b) da berilgan bo'ib. y shu intervalds

f” 4 '3 .
(x) hosilaga cga bo‘lsin. Bundan tashqari, (4 b) intervalm'ng h
3 ar

ganda ismi
2y (o, B) (e, B) = (a, 8)) qismida f*(x) aynan nolgy teng bo‘l-

3-.teorema. ; -
nchiun (z, 8) daf () funksiya (a, 5) interyalda botiq (qavariq) boish
e )20 (f-
bo 11138111 tez”';)arur va yetarlj, L
U teoremaning isboti yugoridaei .
haqidagij teoremalardan keh_g‘):h‘gild?ﬂmda funksiyaning monotonligj
2-misol. Ushby 1 '
& X) =
funksiya qavariq bo‘ladi. S e U
< Bu funksiya uchun

f’(x)=—;‘j-<0

bo‘ladi. 2- teorema
3 8a ko‘ra beri &
qat éy qavariq bo‘ladi, p Plean /0x) = inx funksiya (0, 4o) da

.

egilish nugrasi deyiladi,
& : :
bo‘]s.ytayhk, S(x) funksiya (xg - &, Xy +d8) da S (x) hosilaga
in.
Agar Vxe (x, -3, %) da f*(x)>0 (f"(x)<0): &

' Vxe(xo,xu+8)da [
bo‘lsa, f” ’ (R0 (7 (
| bo'ladj.f éﬁnafu?k;l(ya % Nugtada ekstremumga elgiz;:d?z'a S(x) =
. »J (%) funksiya egilish nuqtasida f”(x)=0 bo‘}(?' Tod
= misol. Ushbu S(x) =53 "
funksiya X = 0 nuqtada egijads
< Bu funksiya uchuy "0
bo‘lib, finaps
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i »
' 3°. Funksiya grafigining asimptotalari. Faraz qgilaylik, /(x) funksiya
= Rto‘plamda berilgan bo‘lib, x, nugta X to‘plamning limit nuqtasi

"~ 6- ta’rif. Agar ushbu
x—];lxnhjm f(X), x—lrlgl—o f(x)
lardan biri yoki ikkalasi ham cheksiz bo‘lsa, x = x;, to ‘g ri ehizig
f(x) funksiya grafigining vertikal asimptotasi deyiladi.
Masalan, f(x) = 3‘[ funksiya grafigi uchun to‘g‘ri chiziq vertikal
asimptota bo‘ladi.

~ Aytaylik, f(x) funksiya (x,, +e) da aniglangan bo‘lsin.
7- ta’rif. Agar shunday k va b sonlari topilsaki,

_‘ f(x)=kx+b+a(x) (x =+ da a(x)— 0)
bo‘lsa, y=kx+b to'g'ri chizig f(x) funksiva grafigining og'ma
asimptotasi deyiladi.

4- teorema. f(x) funksiya grafigi y = kx + b og'ma asimptotaga
ega bo‘lishi uchun
tim 709 =k, lim (f ()~ k) = b

X4 X

bo‘lishi zarur va yetarli.

« Zarurligi. y = kx + b to‘g‘ri chiziq f(x) funksiva grafigining
0g'ma asimptotasi bo‘lsin. Unda

S(x) =kx+b+o(x)
bo‘lib, x - +e da a(x) = 0 bo‘ladi. Bu tenglikni e’tiborga olib
topamiz:
B P9 gy Eetbiox k;

X2 X Xyt X

Jim (f(x) = kx) = lim (b+ o(x)) = b.
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Il Yetarliligi. Ushby

& fiondan,
Jim ==k, lim (£(x)~ ko) =

| munosabatlar o‘rinli bo‘Isin. Bu munosabatlardan

| (f(x)"'kx)“b=a(.
I bo‘lishi kelib chigadi. p X)-0= f(X)=kx+b+ a(x)

4-misol. f(x)=_*

« Bu funksiya uchun

k=ﬁm£(—ﬂ=lim 22

Xdjes X X-bion (x.*[)i ;
b=xl£111_(f(x)—-kt) = lim [ X" _ — F
X~ o (x_] )2 i 2

bo‘ladi. Demak, y =x + 2 to'e'ri

Mashglar
1. Ushbu
' f(x) = Ejﬂ
A 1 . ¥
funl;s:uﬁ:;:;i botiq hamda qavariq bo‘l:digan oraliglari topilsin.
; f(x)= 2xj::“2
I_ ﬁml;s.h;jsirsfgining 0g‘ma asimptotasi topilsin.

a) f(x) = x*¥e,

b) £(x) = x+2arcctg x ,

d) f(x) =le* -1 funksiyalar
rilsin, grafiklari chizilsin. .
170 )

i hosilalar yordamida to‘liq tekshi-

| (x-1)? funksiyaning og‘ma asimptotasi topilsin

og'ma asimptotasi bo‘ladi > &'r chiziq berilgan funksiya grafigining

27- ma’ruza
Lopital goidalari

Ma’lum shartlarda funksiya limitini hisoblash qoidalari o‘rganilgan
di. Ko'p hollarda bunday shartlar bajarilmaganda, ya'ni

o =HUXY et ni e #0
x—>x da f(x)—>0, gx)-0: i ning limiti (6)’

R €3 IR TR
x> Xy da f(x) > 4eo, g(x)— 4o Hn ning limiti (;),

XX da f(x) -0, g(x)>4e0: f(x)-g(x) ning limiti (o0, —0),
x> x da f(x)>0, gx)—=0: (Ax)*™ ning limiti (0°),

x - x da f(x) o1, g(x)— e ( £(x))*™) ning limiti (17°)

x> x, da f(x) oo, g(x)-0: f(x) g(x) ning limiti «® ni
topishda funksiyaning hosilalariga asoslangan qoidaga ko‘ra hisoblash
qulay bo‘ladi. Bunday usul bilan funksiya limitini topish Lopital
goidalari deyiladi.

| % va : ko‘rinishidagi hollar.

1- teorema. Faraz gilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar (a, b) da
berilgan bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:

1) x’.‘fﬂof(x) =0, xgrbqug(x)=0;
2) Vxe (a,b) da f'(x) va g'(x) hosilalar mavjud;

; 3) ¥xe(a,b) da g'(x)=0;

) _ - im 1) _
g I, (Ie R) mavjud. U holda xll?.o D /

i 4) ushbu 11_1’1514] ;
~ bo‘ladi.

« f(b) =0, g(b)=0 deb olamiz. Bunda f(x) va g(x) funksiyalar
(b-8, b] da (3> 0) uzluksiz bo‘lib goladi. Teoremaning 4- shartiga
ko‘ra:

Sf'(x
g(
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Ve>0, 35>0,

Vxe (b-5, b): f("‘)’ 1}<e
bo‘ladi. da
Endi (5 -3, 5] da Koshi teoremasidan foydalanib topamiz:
f(x) _ [= SO)-f(x) _ | _|fe)
e R B e 1}<e, (c& (x,b) c[b-8, b]).

Demak lim f(X)
x—-;b-O g(x)

Shuni isbotlash talab qgilingan edi. p

1- misol. Ushbu  [im i)
{

x—e X—e
munosabat isbotlansin.

< f(x) =(Inx)* - ( ) &(x) = x - e funksiyalar uchun (I, e)da
I- teoremaning barcha shartlari bajariladi:

1) ,l,l_r.': f(x) = li_ra[[(ln x)* -[—ETH:O, s

lim g(x) = lim(x - ¢) = 0;

D 1) =atnxyet LB gy

¥ EXp

3 gx)=1=0;

2- teorema. Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar (a, +o=) da berilgan
0'lib, quyidagi shartlarni bajarsin:

1) lim f(x)=0, }L:pﬂg(x) =
2) Vxe (a, +e) da f'(x), g'(x) hosilalar mavjud;
3) Vx e (a, +e) dag’(x) #0;

4) Ushbu fim £ =
x-300 2'(X)
mavjud (/< R). U holda
f(x) _
,ltj—éw g_(X) -

bo‘ladi.
<a>0deb, t= }C deymiz. Unda 7 e (0, ;) bo‘lib, x — 4o da
¢t — +0. Endi F(7) va G(7) funksiyalarni quyidagicha aniglaymiz:

Fo-1(). 60 =s())

U holda
t—>+0 da F(r) -0, G(r) - 0;

ro-rf) (3} c0-eC)-4)
m=i%)—u (t - +0)
o |

bo‘lib, 1- teoremaga ko‘ra, f — +0 da

F(r)
G(1)

ga ega bo‘lamiz. Keyingi munosabatdan esa

\
. J(x) _
xligl- glx)

-1

bo‘lishi kelib chigadi
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i
fim %1

2- misol. Ushbu
X—3+oo 2 arc[g xz -1

limitni hisoblang.

1
’ < Asar{'(x) =ed ], 8(x) = 2arctg x* —n deyilsa, ular uchun
- teoremaning barcha shartlari bajariladi, jumladan
1

f)=-2e7 gxy=4
a? v BLX)= 1+x*
2 ._ln‘
, -l Xt
bo'lib, . .l L) e T o dint
X—4ee £(X) xl-!oIP- 4x = -xl_lIE, 3&% = -‘;‘
ons l+x*
bo‘ladi. 2-teoremaga ko‘ra
i 8L
lim f'(l') = f{X) - llm i gl’z ] 1
X400 (X)) xppoo g(x) ’*“Zamtgxi__,::-i

bo‘ladi.

Quyidagi teoremalar : -
o'xshash isbotlanadi. ham yuqorida keltirilgan teoremalarga

3- teorema. Faraz gilaylik ()
i i . 9 va i

1) ,,'.?,'Eof("’ =c2, lim g(x) = oo
2) Vxe (a,b) da f "(x), g’(x) hosilalar mavjud;
3) Vxe (a, b) da g'(x) #0;

4) Ushbu [im £ ) _ :
) u xl-l.lﬂo . o !, (e R) mavjud. U holda

x—-b-0 g(x) -

bo‘ladi.
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 4- teorema. Faraz gilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar (a, +e=) da
an bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:

1 lim f(x)=ee, lim g(x) = =;

2) Vxe (a,+) da f'(x), g'(x) hosilalar mavjud,;
3) Vxe (a,+=) dag’(x) #0;

i

4 Ushbu lim 23 =/, (/e R) mavjud. U holda

x—+eo g'(X)

e ) g

X—p4oe g(x)
. 17, 0° ko‘rinishidagi hollar. Bu ko'rinish-

- 0 .o R
dagi anigmasliklar T = hollarga keltirilib, so‘ng yuqoridagi

‘teoremalar qo‘llaniladi.
1) x > x, da f(x) >0, g(x) > bo‘lganda f(x) - g(x) funk-

siyaning limitini topish uchun uni

f(x)-g(x)=

f(x) _ &%)
|
g f()
deb, so‘ng 1- yoki 2- teorema qo‘llaniladi.
2) x > x da f(x) > 4e0, g(X) > +eo bo‘lganda f(x) — g(x)
funksiyaning limitini topish uchun uni
o .
_ gx) Sf(x)
f(x) -g(x)= I"I
f(x) g(x)
deb, so‘ng 1- teorema go‘llaniladi.
3) x > x; da f(x) = 0, g(x) » 0 hamda x — x; da f(x) = 1,
g(x) - += bo‘lganda (f (x))¥* funksiyaning limitini topish

uchun avvalo
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e

y= (f(x))x{x)

funksi ' i, so*
lya logarifmlanadi, so‘ng yuqoridagi teoremalar qo‘llaniladi

1

3- misol. Ushbu lim (§i_n_x ),—z

¢ x>0 ,
limit hisoblansin. :

1
2

<« Avval = lim ($inX )
alo y hm( ) deb olamiz. Ravshanki, x — 0 da

x = X

si
f(x]=_u‘x1—x-—)1, g(x)-_.xiz*_)_!_m

Sodda hisoblashlar yordamida topamiz:

sin x in s\
. B In—= X  Xxcosx-si
li =T X . —-—-——E
x-l.?a ln'y La Ilﬂa AT = ]_l_m X bl I] Sin x xZ
X~ X x>0 3 v =1m -— A _
(x2) x40 2x
B - 45k "
= 5 lim xcosx-sinx _ 1,.m (Xcosx—sinx) [ g
x=0 X 21_.0 _]—,——=_2 _‘ﬂi:_[_.
(x ) x—0 3x2 6

O |

Demak, lim (Si“)x_’ @8

x=30 X

Mashglar

1. Ixtiyoriy e e R da ushbu

iar::thuc u—l
lim \® I _2a
o o x] nx T
tenglikning o‘rinli bo‘lishi isbotlansin '
2. Ushbu -
inot Jim (7 - arctg x|
limit hisoblansin,
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7-BOB
ANIQMAS INTEGRAL

28- ma’ruza
Boshlang‘ich funksiya va anigmas integral tushunchalari

1°. Boshlang‘ich funksiya tushunchasi. Faraz qilaylik, f(x) va
F(x) funksiyalar (a, b) c R intervalda (bu interval chekli yoki cheksiz
bo‘lishi mumkin) berilgan bolib, HAx) funksiya shu (a, b) c R da
differensiallanuvchi bo‘lsin.

1- ta’rif. Agar (a, b) intervalda F'(x) = f(x), (xe(a, b))
bo‘lsa, (a, b) da F(x) funksiya f(x) ning boshlang ‘ich funksiyasi de-
yiladi.

Masalan, f(x) = i funksiyaning (0, +-=) da boshlang‘ich funksiyasi

F(x)=Inx boladi, chunki (0, +) da F'(x)=(nx)' = =f(x).
Aytaylik, £ (x) va F(x) funksiyalar [a, b] segmentda berilgan bo'lib,
F(x) funksiya shu |a, b] da differensialanuvchi bo'lsin.
2- ta’rif. Agar (a, b) intervalda F'(x) = f(x), (xe (a, b))
bo‘lib, a va b nugtalarda esa
F'(a+0)= f(a), F'(b-0)=71(b)
tengliklar o‘rinli bo‘lsa, [a, b] segmentda F(x) funksiya f (x) ning

boshlang ‘ich funksiyasi deyiladi.
1- teorema. Agar (a, b) intervalda F(x) va ®(x) funksiyalarning

har biri f(x) funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi bo‘lsa, u holda
F(x) va ®(x) funksiyalar (a, b) da bir-biridan o‘zgarmas songa farq

giladi:
®(x) - F(x)=C, (C =const).
« Shartga ko‘ra (a, b) da ®(x) = f(x), F'(x)=f(x).
Demak, (a, b) da ®'(x)= F'(x). U holda 2I- ma’ruzada

keltiriligan 2- natijaga ko‘ra
o(x)=F(x)+C, (C= const)

bo‘ladi.
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II
W Bu teoremadan quyidagi natija kelib chiqadi.
! Natija. Agar (g, ) da Ax) funksiya £(x) ning biror boshlang‘ich

| funksiyasi bo‘lsa, u holda f(x) funksiyaning (a, b) dagi ixtiyoriy
|" boshlang‘ich funksiyasi uchun

‘|f| | ®(x)=F(x)+C, (C= const)
|| bo‘ladi.
|

:F s S1atma. (a, 4) da berilgan har qanday funksiya ham bogh.
J.r. . lang‘ich funksiyaga ega bo‘lavermaydi.

l 1-misol. (-1, 1) intervalda ushbu

,, -1, agar —1<x< bo'lsa,
| (I S(x)={0, agar x =0 bo‘lsa,

' I, agar 0<x<] bo‘lsa
funksiyani qaraylik.

| Bu funksiyaning (—
| bo‘Imasligi isbotlansin.
« Teskarisini faraz qila

1, 1) intervalda boshlang‘ich funksiyaga ega

ylik, ya’ni berilgan funksiya (—1, 1) da
I’ boshlang‘ich funksiya Ax) 8a ega bo'lsin: F'(x) = S(x), (xe (-1, 1)).

Ravshanki,
F(0)= f(0)=0

bo‘ladi. Bu Flx) funksiyaga [0, x] segmentda (0<x<
teoremasini qo‘llab topamiz:

F(x)-F(0)=fF’
Keyingi tenglikdan

(I
1) Lagranj

(c)-x:f(c)-x:x. (ce (0, x)).

F(x)-F(0)

=1, lim £&-FO) _,
X X—+) X

bo‘lib, F’'(+0) =1 bo‘lishi kelib chigadi.
ziddir.

Demak, qaralayotgan £ (x) funksiya (—1, 1)da boshlang‘ich funk-
siyaga ega bo‘lmaydi. p

2- teorema. Agar f(x)e C(a,b) bo‘lsa, u holda S (x) funksiya
(a, b) da boshlang‘ich funksiyaga ega bo‘ladi,

Bu teoremaning isboti 34- ma’ruzada Keltiriladj.
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Bu esa (1) munosabatga

D —

i i lari.

9° iyani igmas integrali. Integralning xossala
4 hkFl(l:k;l)Y;: ?(E:) afltlllr'llksiya berilgan bo‘lib, F (x) funksiya uning
B hlsngich fisnksiyasi boslsin: N

F'(x) = f(x), (xe (a._. . ) o
‘U holda berilgan f(x) funksiyaning ixtiyoriy boshlang‘ich funksiyasi
F(x)+C, (C = const)
ko'rinishda ifodalanadi.
~ 3-ta’rif. Ushbu
F(x)+C, (xe(a, b))

j f(x)dx

‘hhl belgilanadi. Bunda _[ — integral belgisi, f(x) — integral ostidagi

Mnksiva, 7 (x)dx — integral ostidagi ifoda deyiladi.
Demak,

jf(x)dx = F(x)+C, (C =const).

int iyani nigmas integrali
: ilib, (a, b) intervalda f(x) ﬁ.lr}ksnyar{mg ? _ '
?:l ug;iagfaq;ll:)l;ih(i; shu f(x) ga teng bo‘lgan funksiyaning umumiy
Iko"rinishini ifodalar ekan.

2- misol. Ushbu

T mtegﬂ?é)rg?sn {ntegral ta’rifiga ko'ra, shunday A(x) funksiya topilishi

kerakki, F’(x)= x> bo‘lsin. Agar
F(x)= i—x“

Ix3dx

deyilsa, ravshanki, F’(x)=x’ bo‘ladi. Demak,
[xPax = %x“ +C, (C=const). p
J’ xdx

anigmas integral topilsin. 44




<« Ravshanki,

F(x)=v1+x?

dx = F(x) +C, (C =const)

funksiya uchun { ng) (

 Auni paytda,

Fo)=6isdy=_2%___x : ot
(x)=(V1+x?) L, 5 B 3 - J'f(x)-dx =J'F (x)dx _IdF(x)
bo‘ladi. Demak, Jiklard
Xxdx _—,\}1+x2 +C.p dF(X)=F(XJ+C
"lJl-Ht:2 ’ ) , : _[
Endi anigmas integralning xossalarini keltiramiz. Bundan buyon ib chigadi. >

anigmas integral hagida gap borganda uni qaralayotgan oraligda may-

jud deb, ya’ni integral ostidagi funksiya garalayotgan oraligda boshlan-

g'ich funksiyaga ega deb qaraymiz va oraligni ko‘rsatib o‘tirmaymiz,
1) Ushbu

avval integral belgisi _[ , so‘ngra differensial belgisi d
yonma-yon turganda o‘zaro bir-birini yo‘cllo_tishi‘ni angl_atadl
zgarmas C ni go‘shib qgo‘yish kerakligini ko‘rsatadi.

d([ 7 (x)dx) = f (x)ax
munosabat o‘rinli.
< Aytaylik, Ax) funksiya /(x) ning boshlang‘ich funksiyasi bo‘lsin:
F'(x) = f(x).

E j[f(x)+g(x)]dx =jf(x)dx+_[g(x)dx Q)
ot | ng])m::a ®(x) funksiyalar mos ravishda f(x) va g(x) larming
funksiyalari bo‘lsin:

F'(x) = f(x), ®(x)=g(x).

U holda,

J’ f(x)dx = F(x)+C, (C = const)
bo‘ladi. Bu tenglikka differensial amalini go‘llab topamiz.
d( J' f(x)dx) = d(F(x) +C) = dF (x) = F'(x)dx = f(x)dx . p

[?(x)dx = F(x)+(, Ig(x)dx = ®(x) + G,

Bty

Bu xossa avval differensial belgisi d, so‘ngra integral belgisi I

kelib, ular yonma-yon turganda o‘zaro bir-birini yo‘qotishini ifo-
dalaydi.

2) Ushbu

3 rjif(x)wf g(x)dx = F(x)+@(x) + G + G ®

| [F(x)+ ()] = f(x) +8(x)
gi sababli
[[760) +g(0)]dx = F(x) + 0(x) + Cs (4)

va (4) munosabatlardan, ulardagi C,, G va C, larning
mas ekanligini e’tiborga olib topamiz:

_ I[f () + g(0)]dx = [ f(x)dx + [a(x)ax. »

[dF(x)= Fexy+C, (C = const)
munosabat o‘rinli. X
< Aytaylik, A(x) funksiya J(x) ning boshlang‘ich funksiyasi bo‘lsin:
F'(x) = f(x).
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4) Ushbu

ifodalar orasidagi a
- '| (0'zgarmas son anij

i integral topilsin.

J‘[~—55 ~3sinx
l+x

bo‘lishi kelib chigadi. Endi

bo‘lishini e’tiborga olib topamiz:
| .
SI [;;i_dx - BI sin xdx

Demak,

ta’rifidan foydalanib,
topiladi. Ularni Jjamlab

1) J-O-dx=C, C = const.

Y [% <y, (x #0).
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Bu xossa anigmas integraining additiviik xoss

2-eslatma. (2) va (5) tenglikla
yirma o‘zgarmas
qligidagi) tengliklar deb qaraladi.

| 4-misol. Ushbu  j [ ( I
il
4 Anigmas integralning 3-vagq- Xossalaridan fi

-

(-cos x)’ = sin x, (arctgx)’ = !

3°. Asosiy aniqmas integrallar Jadvali,
Elementar funksiyalamjng hosilalari
sodda funksi

, Jadval ko‘rinishiga keltiramiz:

a* a>0, a=l).
asi deyiladi, dx = i Gl 1

(5) ';g-"a‘x=91+c'

y [ sin xdx = —cosx + C.
mi o‘ng va chap tomon ]

0 10Monlaridqg; _ ;
songa barobarligi Ma’nosidag; ) [ cos xdx = sinx +C.

5

3sin x |dx
e smx}

=tgx+C, (X*g“m’ "EZ)'

-ctigx+C, (x#mn, ne Z).
Oydalansak, unda

1 g arcsin x +C:
Sjl—:xjdx~3fsm xdx

. (-l<x<l).
2 |-arccosx +C,

s arctg x + C,
L) Nex? |-arcetgx +C.
shxdx =chx+C.
= Sarctg x + 3 cos. +C.
" > chxdx =shx+C.
J:Sarctgx+3cosx+C. > ¥ Bl chxiC, (x20).
sh? x
Jadvali hamda anigmas integral

valarning anigmas integrallari c_:;& =thx+C.
d X

rensiallash va integrallash amallari hagida. Aytaylik, /(x)

) ] bo‘lsin. AN :
_(ﬂ, ? (; Rﬁiz;csl:';m hosilasini topish unl.]dgeﬁz‘;ugﬁﬁ
et : lini qo‘llash) deyiladi. .
2) f baRsx4C. N, dlﬁemmlana‘?hharg;ll(sisgisini topish, ya'ni f(x) ning
b1 S integralini topish uni integrallash (f
3) fx“‘dx = i:f +C, (a=-1).

i 'allzls?lewﬂl ?r;jt:grallash tushunchalari matematika va uning
a muhim rol o‘unaydi.
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Matematik analizning differensiallash tushunchasidan bir gancha
masalalarni, jumladan, harakat gonuniga ko‘ra nuqta harakatining
oniy tezligini topishda, egri chiziq ma’lum bo‘lgan holda unga urinma
o‘tkazish masalalarini hal etishda foydalaniladi.

Ko'p hollarda harakatdagi nugtaning har bir vaqt momentidagi
tezligi ma’lum bo‘lganda harakat gonunini topish, egri chizigning
urinmasiga ko‘ra o‘zini aniglash masalalari yuzaga keladi. Bu holda
funksiyaning hosilasiga ko‘ra 0°‘zini topish lozim bo‘ladi. Bu yugorida
eslab o'tilgan masalalarga teskari bo‘lib, ular funksiyalarni integrallash
amali yordamida yechiladi.

Demak, funksiyalarni differensiallash va integrallash amallari 0‘zaro
teskari amallar bo‘ladi.

Ma’lumki, elementar funksiyalarning (bunda ratsional funksiyalar;
darajali, ko‘rsatkichli va logarifmik funksiyalar: trigonometrik va tes-
kari trigonometrik funksiyalar, ularning yig‘indisi, ayirmasi, ko‘payt-
masi, nisbati ham chekli marta superpozitsiyalardan tuzilgan funk-
sivalar tushuniladi) hosilalari yana elementar funksivalar bo‘ladi.

Ammo hamma elementar funksiyalarning integrallari elementar
funksiyalar bo‘lavermaydi.

Masalan, ushbu

S(x) = sin x?, S(x) =cos ¥, f(x):e‘r, (xe R);
Sy =% (x> 0)

funksiyalarning anigmas integrallari mavjud bo‘lsa ham ular elementar
funksiyalar bo‘Imaydi.

Mashgqlar

1. f(x) =|x| funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi topilsin.

2. Aytaylik, f(x) funksiya (—os, 4o0) da berilgan toq funksiya bo‘lib,
HAx) funksiya esa uning boshlang‘ich funksiyasi bo‘Isin. Ax) juft
funksiya bo‘lishi isbotlansin.

3. Ushbu

integral hisoblansin.
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29- ma’ruza :
Integrallash usullari. Sodda kasrlarni integrallash

1°. O‘zgaruvchini almashtirib integrallash usuli. Faraz qilaylik,
f(x) ﬁmksiyaning anigmas integrali

[ rdx (m

beri ‘lib,uni hisoblash talab etilsin. : i
l?enll_gi{l ?noc::: o‘zgaruvchi x ni ma’lum qogdaga ko ra;:ioshi?iez rzﬁ:a
'imvchigz almz;shtiﬁsh natijasida berilgan integral sodda

k i i hi bo‘ladi.
keladi va uni hls.oblash oson :
~ Aytaylik, (1) integraldagi o‘zgaruvc
t=¢(x)

“li idagi lar bajarilsin:
batda bo‘lib, quyldag_l shart bajarilsin
.;mm;(;sz(;l) funksiya differensmllanuvcl}l bo‘lsin; e
2) g(1) funksiya boshlang‘ich funksiya G(/) ga ega, ya ni.

G'(1) = g(0), [g(dr=G)+C;

3) f (x) funksiya quyidagicha ifodalansin: -
f(x) = g(e(x)) - 9"((x)-

hi yangi o‘zgaruvchi bilan ushbu

2

U holda
[ r(0dx = [8(a(x)) ¢ (x)dx = Glo(x) +C
bo‘lidi -Murakkab funksiyaning hosilasini hisqblash qoi.d:?sidan foyda-
lanib, (2) va (3) munosabatlarni e’tiborga olib topamiz:
[G((x)) +C] = G'(o(x))-¢'(x) = g(9(x)) - 9'(x) = f(x) -

Bundan

: j f(x)dx =G(o(x))+C

i" — \,
it ‘lishi kelib chigadi. P 144 7 ini htirib
B G vo'l bilan (1) integralni_ hisoblash o‘ggaruvchini almas

b iniegrallash usuli deyiladi. munosabat bilan almashtirish

: ini juda ko‘p
p Bu usulda, o‘zgaruvchini juda |
-'JL imkoniyati bo‘lgan holda ular orasidan garal

ni tanlab olish muhimdir.

ayotgan integralni sodda,
hisoblash uchun qulay holga keltiradigani "




1- misol. Ushbu [sin 5xax
mtcgimlBhi?oblansm: ‘ po‘lishini e’tiborga olsak, unda
u integralni o‘zgaruvchisini almashtirib hisoblaymiz: "

d (sl oy x
IsinSxdx.—. Sx =1 =£jsinrd e 1 1 cOos X ‘tg(§+2)+c
Sdx =dr 5 —ECOSI'FC:—-ECOSSI-I-C. "nitopamjz.’
2emisol, Ustou [ misol. Ushbu J = [ 2, (a#0,aeR)
; e*te ¥ iy
integral hisoblansin. integral hisoblansin.
« Avwvalo berilgan integralni quyidagicha « Integralda o‘zgaruvchini quyidagicha almashtiramiz:
J‘ d [ e x+dxt +a=1.

s - X e X ezx+l Unda

o‘tinishda yozib olamiz. Bu integralni o* ini " 3ag vx?

usulidan foydalanib hisoblaymiz: tegralni o‘zgaruvchini almashtirish di =d(x+Vx* +a) = [ J,_i_ )dx = ifx%).‘ dx = ;+a dx

+a k.
x
i d’x ef =1
I P PP dr‘ _[ =arctgr +C =arctge* +C . p ‘bo‘lib, undan :2!::1 - ?
2- misol. bo‘lishi kelib chigadi.
‘ Ushbu J = J-Cosx Natijada
Integral hisoblansin, -
an | J = d_'=1n|t|+C=ln‘x+\/x2+al+C 4
<4 Ra i
vshanki, ey :052"‘ = _"Es_"r bo‘lishini topamiz. P
0s"x  l-sin® x 2°. Bo‘laklab integrallash usuli. Faraz gilaylik, u(x) va v(x)
Unda dx _[cosxdx _ sin x = " mnkﬁgya?;ntiziluksm ' (x), v'(x) hosilalarga ega bo‘lsin.
cosx l_sin.zx"cmxdx:dr: HP ] VS, .
- W) v = (%) v(x) + u(x) -v'(x)
bo‘lib, bl 1 4 hadh 1 Tadi
1= (=n(+1) 5[(_17?) N ETT)] bo‘ladi. Demak, F(x) = u(x)-v(x)
bo‘lganligi sababli funksiya F(x) = u'(x) - v(x)+ u(x) - v'(x)

funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi bo‘ladi. Bundan
I[u’(x) o(x) +u(x) -v'(x)]dx = u(x) v(x)+C

bo‘lishi kelib chigadi.
Anigmas integralning 3- va 4- xossalaridan foydalanib

ju(x) V' (x)dx =u(x) - v(x) _ju (x) - v(x)dx )
bo‘lishini topamiz.

= [da+t)  rd(1-¢ |
[(m) I(i-r)) 2( (1) (l-r)}] 2'“:_3'”:
bo‘ladi. Agar

I+t _l4sinx __ (x ¢
(s
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| (5) formulani quyidagicha
|
I f u(x) - dv(x) = u(x) - v(x}~fv(x)du(x) (5)

| ko‘rinishda ham yozish mumkin.
Bu (5%) formula bo ‘laklab integrallash Jormulasi deyiladi, Uning
| yordamida

[, Jux) - v'(x)dx
[ integralni hisoblash

J' u'(x) - v(x)dx
integralni hisoblashga keltiriladi.

5-misol. I X Cos x dx

integral hisoblansin.
4 Bo‘laklab integrallash formulasidan foydalanib topamiz:
U=x, du=dx ' B

Ixcosxdx:cosxdx=dv v =sin x

xsinx-fsinxdx =

=xsinx+cosx+C. | 2

J=I\}x2 + adx

6~ misol. Ushbu

integral hisoblansin.
<« Qaralayotgan integralda

=vx’+a, dv=dx
X dx b
Aetea Lo

bo‘ladi. Bo‘laklab integrallash formulasidan foydalanib topamiz:
J=xvx? +4 dx =xvx? +q4 x”‘“dx—
TR b T e
=xVx? +g - I\Jx +a dx +aJ.
x2 +a
=xVx? +q - J +aj dx

x+a

deyilsa, unda du =
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e ——

- Demak,

J=xIx?+a- J*“JJ—

dx
J=%lx~}xz+a +aIJx2—+a :

Ma’lumki, (1° dagi 4- misol)

dx =1n<x+\!x2 +a|+C'.
J‘\Jx2+a

Natijada

3.

7- misol. Ushbu
dx (ne N,ae R,a=0)

" (X2 +a?)"

integral topilsin.

<« Bu integralda
T . —, dv=dx
(x*+a® )"
deb olsak, unda

2nxdx -
du=*ims V=X

- bo‘ladi. (5) formuladan foydalanib topamiz:

2

=_* 2n dx =
= (x2+a?)" "-(IZ*WIJHH
f&
- _x? '[(x +a )" (x +a )n+1
Natijada J, = +2n.J, -2nd -J,,

(x*+a®)"

bo‘ladi. Bu tenglikdan

J = [ vade =X\ va+ Sinle + Vi val +C

‘bo‘lishi kelib chigadi. »

].
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1 x 2a-1 |

Juvsmat il + X - g 4 S85L 1

n+l 2na2 (x2+az)n + n az
bo‘lishi kelib chigadi.

Odatda, (6) munosabat rekkurent Jormula deyiladi.
Ravshanki, » = 1 bo‘lganda

-J, (6)

bo‘ladi.
n 2 2 bo‘lganda mos J, integrallar (6) rekkurent formula yordamida
topiladi. Masalan,

1 1 1 x |

s lmaieg it "1 G 2 T +C
bo‘ladi. »
3°. Sodda kasrlarni integrallash. Ushbu

AE; (X#a); ZBxT'-C e
(x-a) (x* 4+ px+q)

ko‘rinishdagi funksiyalar sodda kasrlar dcylladl bunda me N; A, B,
C, a, p, ¢ — haqigiy sonlar bo‘lib, x* + pPx +q kvadrat uchhad
2
haqigiy ildizga ega emas, ya’ni q- —‘3— >0.
m = 1 bo‘lganda sodda kasrlarning integrallari

A A ZB’”Cdx

X-a X +px+gq
lar quyidagicha hisoblanadi:
.02 A2 Aln|x-a|+C;

X—a X-a

dx =

5 —3

Bx+C Bx+C
Ix +px+q e I Y P2
_ ["*5] *(Q‘TJ
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2 y
2
;

—B_[,zm' ( @) i

+

Bp\1 L g T
=E]n(r +a*)+ C"‘E)EarCtga+C
P
C-Bp x+2—+C‘.

PN

ln(x + pX +q) + ———arctg - —=
2,’:)—%— q-

Aytaylik, me N, m > 1 bo'lsin. Bu holda sodda kasrlarning

integrallari
A dx 5 Bx+C
J(x—a}’*‘ . (x +px+q)"
lar quyidagicha hisoblanadi:
m A -
J[x-a—)—dx Af -y mdx-a)= - L
x+2=1, x=1t- g
Bx+C T2 L
j e r_ 2
(x? +px+q) l de=dt, q- N = a
dt
o dt (C -‘EB) A
I(r +a*)™ 2 J(ﬁm y™
dt
: : (c_EB) = .
gy (m_1) (2 +a)™] * 2 I(r2+a2)’"
Keyingi munosabatdagi
dt
I(t2+a2)m

integral (6 ) rekurrent formula yordamida topiladi.
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Mashgiar
dx
1. Ushbu
'f Ve +1
integral hisoblansin.
2. Ushbu Ie‘“ cos bxdx
integral hisoblansin.

3. Quyidagi Ii—x integralni bo‘laklab integrallash natijasida:

1

du=dx, v=-—
d_x:: x =x-l—-|lx(—_.l.-)dx=]+ g’i
% u=x, dv=- ¥

bo‘lishi kelib chigadi. Xatolik topilsin.

30- ma’ruza
Ratsional hamda trigonometrik funksiyalarni integrallash

1°, Algebraning ba’zi ma’lumotlari va tasdiglari.

Biz quyida algebra kursida o‘rganiladigan ba’zi tushunchalarni
hamda tasdiqlarni (isbotsiz) keltiramiz. Ulardan ratsional funksiyalarni
integrallashda foydalaniladi.

Aytaylik,

P (x)=ay +ayx + & +...+a,x" (1)
ko‘phad berilgan bo‘lsin, bunda @, € R, k=0,1,2,....n, ne N
esa ko‘phadning darajasi.

Agar ooe R uchun 7, (o) =0 bo‘lsa, o son P,(x) ko ‘phadning
ildizi deyiladi. Bu holda P (x) ko‘phad x — a ga bo‘linib, u quyi-
dagicha

B, (x) = (x -0)Q(x)
ko‘rinishda ifodalanadi, bunda Q(x) — (n — 1)- darajali ko‘phad.

Agar P(x) ko‘phad (x-o)*, (ke N) ga bo‘linsa, a son
P,(x) ning k karrali ildizi bo‘ladi. Bu holda P,(x) ushbu
192

P, (x) = (x-&)* R(x)
o‘rinishda ifodalanadi,bunda R(x) — (n — k)~ darajali ko‘phad.
Agar z =0+ kompleks son P,(x) ko‘phadning ildizi bo‘Isa,
iz = o.—if ham P,(x) ning ildizi bo‘ladi. Shuningdek, z = o+ B son
P,(x) ning k karrali ildizi bo‘lsa, Z =0~} son ham shu P,(x)
ko phadning k karrali ildizi bo‘ladi. U holda P,(x) ko‘phadning
ifodasida quyidagi
(x - 2)(x - Z) =[x = (a+iB)][x - (a~iB)] =
=xl+px+q, (p=-20, g=0o* +p*)
l kvadrat uchhad ko‘paytuvchi bo‘lib gatnashadi.
Faraz qilaylik,
0,(x) = ay + @x +ax* + ..+ a,x" Q)
ko‘phad berilgan bo‘lib, o, ..., o hagiqiy sonlar 0,(x) ning
mos ravishda A, A,, ..., &, karrali ildizlari, 7. &, ..., &, kompleks

sonlar esa Q,(x) ning mos ravishda ¥,, ¥, ..., ¥, karrali ildizlari bo‘lsin.
1- teorema. Har ganday n- darajali

0, (x)=a +@x+ax* +...

ko‘phad (a, € R, m=0,1,2, ..,

+a,x"
n,a, #0) ushbu
0, (%) = (x =0 M (x =0y Y2 ...(x — 04 )xM - (& + prx+ )" %

X(x* + pyx + gy ) (P + px+ )" (3)
ko‘rinishda ifodalanadi, bunda

ll “*‘1.2 +"'+)Lk +2(‘Y1 + v +...+'Y,.) =n
bo‘lib, x* + px+¢;, (i=1,2,..,5) kvadrat uchhad hagiqiy ildizga
ega emas.
Ma’lumki,
P(x)=ay +ax+ax* +..+a,x", (he N),
O.(x)=by + hx+ x> +...+bx*, (se N)
ko‘phadlar (g€ R, b;e R; i=0,1,2,...n j= 0, l?_2, vy ) MiS-
bati
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| F(x) g +ayx+ayx2 +oota,x”
| o ha 2
[

| O, (x) ~ q,+b|1:b7x2+._..+zg
|I i kasr ratsional
|| edi.

2- teorema. Agar

b (x)

O (x) =(x-)"Q(x), (me N)
ko‘rinishda bo‘lib, Q(x) ko‘phad x — ¢ ga bo‘linmasa, u holda

£, (x) A +_ﬁ_+P(x)

=W __A_’"‘_I == Rl ol
Qi (%) (x-g)m (x—a)m-1 X-a  Q(x)

bo‘ladi, bunda A eR, i=],2, wer My Px) — ko‘phad.
3- teorema. Agar g,,_(x)

Q) =(x* + px+ )" Q(x), (me N)
ko'rinishda bo‘lib, (x? + px + q kvad

emas), Q(x) ko'phad x? + px + ¢ ga
£i(x) _ By =)
Q(x) (x4 pxegym

bo‘linmasa, u holda
ol kel o B ¥ oiu _8154-_(‘_,
(x3+px+g)m-! x? +pX+q
bo‘ladi, bunda B, € R, CeR, i=12,.

Yugqorida Keltirilgan 2- 3- teoremalar
hadi ushbu

O(x)

M, P(x) = ko‘phad.
ixtiyoriy to‘g‘ri kasr har bir

E—:%;;, (@ae R, Ae R, me N):
x-a
Bx+C 5
Lapergy® BER CeR, peR, qeR, p ~49<0, me N)
(x“+px+q)

ko‘rinishdagi kasrlardan, ya’ni sodda kasrlardan iborat bo‘lgan yig‘indi
orqali ifodalanishini ko‘rsatadi. Bunday holda 7o g7 kasr sodda
kasrlarga yoyiladi deyiladi.

Aytaylik,
B (x)
o’ (nle N, se N, n<s)
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Junksiya deyilib, n < g bo‘lganda u 1 i kasr deyily,

' 0, (x) '©'8'ri kasr maxrajidagi Q,(x) ko‘phad ushby
| ;

) to’g’ri kasr maxrajidagi Q,(x) ko*phad ushby

rat uchhad haqiqiy ildizga ega

iloan bo‘lsin. Amaliyotda bu kasr sodda kasrlarga quyi-
‘ ir:naxraji 0.(x) ko‘phad (3) ko‘rinishda yoziladi;
3- teoremalardan foydalanib,
i i (xl
0,(x)
- :' '..;irlilaa);l(gl]éagl‘;ng tomonidagi sodda kasrlar yig‘indisi
h ﬁ'gcrajga keltiriladi;

ada hosil bo‘lgan
Fi(x) _ Ry (%) ,
O, (x) O(x)
P, (x) = R,(x) *ul 32 1 g0

; i ir xi i ldidagi
ikki idagi x ning bir xil dqra]alan oldid:

r;illitlngt?a?h(;?:i(tjfgnoma’lum koeffitsiyentlarni topish
- alar sistemasi hosil gilinadi.

3x%+$
e X +4x% +4x
sodda kasrlarga yoyilsin.

Bu KAs) ing mﬂxraj'i )
X' +4x? +4x = x(x? +4x+4) = X(x +2)
i uchun 2- teoremaga ko'ra

3x2 +8 Y :A B_ - C 3
Cidxlidx X X+2 (x+2)
3x248  _ A(x+2)?+x(x+2) B+Cx

K axt sdx x(x+2)?
A yozib, ushbu

3x% +8= A(x+2)? + Bx(x+2)+Cx =
‘=(A+B)x* + 4A+2B+C)x +44

) . .. 5 ib, ushbu




A+B=3,
44+2B+C =0,
44=8
sistemani hosil gilamiz va uni yechib
A=2, B=1, C=-10
bo‘lishini topamiz. Demak,
I8 2 1 -0
XHaxtidx x x+2 (x+2)2 k

X +4x% -2 x+1

2- misol. Ushbu -

X ¥X
to‘g'ri kasr sodda kasrlarga yoyilsin.
<« Ravshanki, x* +x=x(x+1)(x2 - x+1).
3 ]
Unda X+4x"-2x+¢l _A B 4 Cx+D

;{x;ll(xz—xdi X x4l x3oxyl
bo‘ladi. Keyingi tenglikdan
x +4x? = 2x 4+ 1= A(x* + 1)+ Bxe(x? = x +1) +(Cx + D)(x* + x) =
=(A+B+C)x* +(C+D-B)x* +(B+ D)x+ A

bp‘lishi kelib chigadi. Bu tenglikning har ikki tomonidagi x ning bir
xil darajalari oldidagi koeffitsiventlarni tenglashtirib, 4, B, C, D lami
topish _uchun quyidagi

A+B+C =1,
C+D-B=4,
B+D=-2
A=1

sistemani hosil gilamiz. Uni echib topamiz:
A=1, B=-2, C=2, D=0.

2x
xt-x+1"

3 2
Demak, M el
s XX x  x+l

>
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' iyalarni i ilaylik, f(x)
g ional funksiyalarni integrallash. Faraz gilaylik,
?oﬁa{l?;:ll‘:s[;;a bo‘lib,yuning integral?ni hisoblash talab etilsin.
"~ Aytaylik, f(x) butun ratsional funksiya
f(x)=ay+ax+ ayx? +...+ @, X"
po'lsin. Unda
If(x)afx = I(an +ax +axt + et @, x")dx =
¥? i LB
n

Saox+al —2 +az T...+a,,

bo'ladi. _
" Aytaylik, /() kasr ratsional funksiya
2 n P (I)
ﬂu+ﬂlx+ﬂ£iiﬂix_ L bt
FR) = e rtby®  Qn(®
bo‘lsin. Agar n>m bo‘lsa, unda P,(x) ko'p

X Fy(x) . ismini ajratib, butun ratsional
.-"3 ‘lish bilan f(x) = —Q:'—{xi ning butun qismimn ajrati

funksiya hamda to‘g‘ri kasr yi

(ne N, me N)

hadni Q,(x) ko‘phadga

g‘indisi ko'‘rinishida ifodalab olinadi:

P,(x) B (x) .
J =00 = RO 2
B (x)

Ravshanki, J-f(x)dx = jR(x)dx + mdx.

P, (x)
Demak f(x)=-"—, (n>m)

| o 8 Jlashga keladi
i iyani i ‘g'ri i integra a keladi.
: a] funksiyani integrallash to'g'ni kasrni int hg
] rTagleﬁdiaf:rlang integrallash uchun ayvalo uni '1_ da keltirilgan u;g}
L. bila%n sodda kasrlarga yoyiladi. Sodda kasrlarni integrallash esa
" ma’ruzada batafsil bayon etilgan.

;’ . 3x2 48
:_t 3- misol. Ushbu R
i hisoblansin. o | i
mtegimllnt;gral ostidagi ratsional funksiyani sodda kasrlarga yoyamiz:
’ %248+ «_2 1. 0

Craxtdx X




Demak,

3x%48
S o= e [ _jof & _
+4x“+4x x x+2 (x+2)?

~2infx+infe+2+ 10 o c p

X+

J£6+2x4 +2x2-1
x(x2+1)2

4- misol. Ushbu

integral hisoblansin.

4. Integral ostidagi funksiya ratsional funksiya bo‘lib, u noto‘g‘ri
kasrdir. Bu kasrning surati x® +2x* +2x2 | ko‘phadni maxraji
x(x? +1)? ko‘phad li i ismi s

phadga bo‘lib, uning butun qismini ajratamiz;

6
X +2x* 4202 -1 5 4257 4 x

. _’_‘6_1 2x* 4 x? x
x? <1
Demak Xt
ECR T LT T
Endi _xi
x(x2 +1)?

to'g‘ri kasrni sodda kasrlarga yoyamiz:
-1 _ A BC + Dk
x(x241)?  x  240 (242
2
X" =1= A" +1)? +(Bx +C)x(x? +1) +(Dx +E)x =
=(A+B)x* +Cc* + (24 + B +D)x? +(C +E)Xx +A.
Keyingi tenglikdan

A=—1, B=1, C=0 D: —
bo‘lishini topamiz. s L4 g

s | =
Demak, m=__+ 2x +_2x
) il o T
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‘Natijada,
42xt42x2 41 1 x 2x

i Rl =Xt ——F
x(x%+1)? G x x%4l (x2+1]2

X8 +2x¥ 4252 -1 dx x
= =|xdx-|=+|—=—dx+
-[ x(x2+1)? J- -’l X -[x2+l
2x x* 1 [d(xt+1) d(x2+])
-—-dx=—-—l + -] — - — — =
% (x*+1)? 2 aal 2) 4 (x? +1)?

K

- Lin(e? 41) = —p—
s 1n|x|+21n(x +1) x2+l+C

bo‘ladi. »
3°. Ikki o‘zgaruvchining ratsional funksiyasi haqida. Ikki u va v
0'zgaruvchilar berilgan bo‘lib, bu o‘zgaruvchilar yordamida ushbu

W, (n=0,1,2,...; m=0,1,2,..)

ko'paytmani tuzamiz. Quyidagi

P(u,v) = agy + ol + Go v + Gyglt® + @y U0 + Gopv* + ..
= -1
+a,l" + G gy U0+ ek G O™+ G V"

;funks:'ya u va v o‘zgaruvchilarning ko ‘phadi deyiladi, bunda

Qyo» Gy > Ay 5 -» Gy, — hagiqiy sonlar.
Aytaylik, P(u, v) hamda Q(u, v) lar u va v o‘zgaruvchilarning

ko‘phadlari bo‘lsin. Ushbu

P(u,v)

m; (O(u,v) #0)
nisbat u va v ozgaruvchilaring ratsional funksiyasi deyiladi va R(u, v)
kabi belgilanadi:

_ P(u,v)
R(ul U) . Q(H,U) ) (Q(u! U) # 0)'
Faraz qilaylik,  va v o‘zgaruvchilarning har biri 0’z navbatida

Xx o‘zgaruvchining

u = o(x),

v =y(x)
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funksiyalari bo‘lsin. U holda R(u, v) funksiya ¢(x) va y(x) funksiya-

larning ratsional funksiyasi bo‘ladi. Masalan,

22141
Jx_+3\1' 1

funksiya u=+x, v=3x? 1
larning ratsional funksiyasi bo‘ladi, chunki

f(x) =

u+tv

Xususan, @(x) va y(x) larning har biri x o‘zgaruvchining ratsional
funksiyalari bo‘lsa, u holda

R(u.v)= R(g(x), y(x))
funksiya shu x o‘zgaruvchining ratsional funksiyasi bo‘ladi.
Endi R(u, v) ratsional funksiyaning sodda xossalarini keltiramiz;

1) Agar R(~u,v) = R(u,v)
bo‘lsa, u holda bu ratsional funksiya ushbu
R(u,v) = R, (u4*,v)
ko‘rinishga keladi, bunda R, ham ratsional funksiya.
2) Agar R(-u,v) = -R(u,v)
bo‘lsa, u holda bu ratsional funksiya ushbu
R(u,v) = R, (1%,v)
ko'rinishga keladi, bunda R, — ratsional funksiya.
1) Agar R(-u,-v) = R(u,v)
bo‘lsa, u holda bu ratsional funksiya ushbu

R(u,v) = R, (E,vz)

ko‘rinishga keladi, bunda R, — ratsional funksiya.

4°. Trigonometrik funksiyalarni integrallash.

Aytaylik, R(u, v) ikki o‘zgaruvchining ratsional funksiyasi bo‘Isin.
Ushbu

j R(sin x, cos x)dx 4
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iintegralni garaymiz. Bu integralda

=t
: t=1g;
~ almashtirishni bajaramiz. Unda
2%
. 2"% B s il .‘;’_z ,
XS T e ~ 2X 14+t
1+th; L+t l+tg?
2dt
x = 2arctgt, dx = 3
20 12\ 1
bo'lib, | Risinx, cosx)dx = 2]3[1?, = ]mz

'~ bo‘ladi. Ravshanki,

2% 1) 1
R[l:ri " 1ar? ]]‘H‘Z

-ifoda ¢ ning ratsional funksiyasidir. Demak, (4) integralni hisoblash

X
almashtirish bilan ratsional funksiyani integrallashga keladi.
| dx
5- misol. Ushbu o
integral hisoblansin.
X
« Bu integralda t=1g3
almashtirish bajarib topamiz:
2t :
dx “.[ 1+ '_‘2.[ ot _ 2 _ _+Cp
Ji+sinx RN (1+1) 141 1+g?
1412

Ayrim hollarda # =cosx, f=sinx, /=1gXx almashtirishlar qulay
‘ladi. _
& ,:ytayiik, R(u, v) ratsional funksiya uchun
R(-u,v) =-R(u,v)
201




bo‘lsin. Bu holda

.[ R(sin x, cos x)dx = I R, (sin’x, cos x) sin x dx =
t =Cosx
dt = —sin xdx
bo‘ladi. Aytaylik, R(u, v) ratsional funksiya uchun

R(u,—v) = -R(u,v)
bo‘lsin. Bu holda quyidagi ifodani olamiz:

=-J'R,(1-r2,:)d:

IR(sin X, COS x)dx = I R; (sin x, cos’ x) cos xdx =

f=sinx
dt = cos xdx

=_[R3(t,1—t2)dr.

Aytaylik, R(u, v) ratsional funksiya uchun
R(~u,-v) = - R(u,v)
bo‘lsin. Bu holda

[ Resin x, cos x)dx = | B (g x, cos? x)ax =

. 1Y 1
A ij (z,mz—)—#f dt

dx = . di
1+¢

bo‘ladi.
6- misol. Ushbu

j sin® x cos* xdx
integral hisoblansin.

<« Integral ostidagi funksiya uchun R(-u,v) = —R(u,v) bo‘ladi.

Shuning uchun cosx = ¢ deyilsa, unda -sin xdx = dt bo‘lib,

[ sin® xcos' xd = [(2 ~)rtar = §_§
bo‘ladi. p

202

+C= _l!cos7x—%cossx+c

Mashglar

5.

]

( Bt
. sodda kasrlarga ajratilsin.

J o
x*+10x2+25

31- ma’ruza
* Ba’z irratsional funksiyalarni integrallash
ax+b | 1 ko‘rinishidagi integrailarni hisoblash.

L [ %x,

| = e
laylik, R(u, v) ikki o‘zgaruvchining ratsional funksiyasi bo'lib,
hagigiy sonlar, ne N bo‘lsin.

ax+b
.[ R[x’ ex+d B
integrallarni garaymiz. Bu integral q‘zgaruvcmm almash-
mida ratsional funksiyaning integraliga keladi:

]dx. ad —bc #0

n ax+b = X= E.;"_d.
/___ =1, -
ax+b ex+d s
=iy ! et el dx =
a R(x' r:x-l»d-) e (ad—bc)n gt
(a—c!")2
[a(#, ) b
. a-ct"’ (a-ct"y?

f flex 1 gy
1-x 1-x
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[ Rex, Jax? + bx + c)dx = '|

<« Bu integralda § = JEVE )
58 - . : bx : = J—fz-{-bt-H:J_ Z{J_I +bf+f\[_)
almashtirishni bajaramiz. Unda j g[ T b, 2areh (2Jar+by
- f;l _ At
1241’ (1 +1)?

integral hisoblansin.

dx
Ushbu j.vc+\hc2 +x+1
t=x+vVxt+x+1

1 I+x 1 2de
bo‘lib, HET-I‘{" 2 s
bo‘ladi. Ravshanki,

2dr

anh t—arctgr+C. irishni bajaramiz. Natijada
2
Demak, o A e QRN i
) 1+21 (1+21)
l+x l+x I+x .
_” e —dx =2 - 2arctg +C > _ i J'-- & I _‘21”21 "
" vt +x+] (1+21)°1

1

2° J’R(x, Vax? + bx + ¢)dx ko‘rinishidagi integrallarni hisoblash,
Bu integralda a, b, ¢ —hagigiy sonlar bo‘lib, ax’ + bx + ¢ kvadrat
uchhad teng ildizlarga ega emas. _
Qaralayotgan Iy

| Rex, Vax? + bx + c)dx () ni ¢’tiborga olsak, unda

integral quyidagi uchta almashtirish yordamida ratsional funksiya > |
integraliga keladi. i I
a) a > 0 bo‘lsin. (1) integralda ushbu

t =ax +Jaxt + bx +¢ (yoki t = —Jax+Vax® +bx+c)

almashtirishni bajaramiz. U holda

22 +1+41) 3 3

,(“2;)1 _f 1+2t (14—2!)—2

3
LA
+Jx—+; .[[ |+2: (l+2r)2]

=2111]r]—-lnll+2t‘+ 2(“2” +C=

:":2lnlx+m\—'§hlll +2x + 29X rx+l]s

ax? + bx +c =1* - 2Jaxt + ax?, + 3 +C
-c dx 2(Jar +bt+c\/a) d 2(142x+2Vx2 +x+1)
Taas s T @laey chigadi. >
Jar* *hrec _ Yat® +bt+cda “bo‘Isin. Bu holda (1) integralda ushbu
~ 2Jar+h

B t=LWad +bx+c—e)
bo‘ladi. Natijada ,.' =
204
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yoki f=i—(dax2+bx+c+\/5)

almashtirishni bajaramiz. Unda
_ 2er-b Vet —bt+e ca ,

2 43x+2=(x+1)-(x+2).
: &’tiborga olib berilgan integralda

e rz_l_\fx2+3x+2

= , == Ty
a-1* (a+t)? . ' xl;rlld
J Jer? —bt+ave htirishni bajaramiz. U holda
ax? + bx +¢ = YL 2a ! iy
- A (-1

bo'lib, (1) integral ratsional funksiyaning integraliga keladi:

IR(x, vax® +bx +¢)dx =
JR[Z\/_I—b J_fz—bHa\/“][J_r —br+fa]

a-1? (a+r)2

d) ax? + bx + ¢ kvadrat uchhad turli x, va x, haqiqiy ildizga ega
bo‘lsin:

J 2
x—x? +3x+42 i _J' -2t ﬂ——gdt
xtdx2 4342 (1-2)(1=D)(1+1)

3 16 115 :
e R G (t+1)’
2 A== )
ax* +bx+c=a(x-x) (x-x,). i " ==
olib topamiz:

Bu holda (1) integralda ushbu li e'tiborga P
r=-ilx vax! + bx + ¢

=X
almashtirishni bajaramiz. Natijada

- 2 = -
X = _E'x'%‘i-f‘l‘r_', \Jaxz +bx+c = .___..__a(xl ) t, dx= 20(:"1 x2)|‘ dt
1" -a

TV '*4‘ ;1"5.'?

I _2,2_4; d _3(d _16 gr_ B
(1-2)(1- 1) (+1)°

g ln\r 1 -
) jr-n-l 18.[(;+1)2 (r+l)3

| 1
?-ay! e G PP
bo'lik ?-q (* -a) m]t 2[ ln]r+l[ 18 e (an
o‘lib,
IR(x’ \‘axz +bx+c)a§x= DIMIZ diﬂerensial[[: i[ltebg]':;?;xh. Ushbu
- x™(a+ bx 1
JlR[—asz;r y ﬂ(le—xz) J ZL(;I_L?’QI; vial differensial deyiladi, bunda a e R, be R mnp

{ (t*-a) nlar. -

bo‘ladi. 1 differensialning integrali

e I x™(a+bx")F dx V)

Bu integral quyidagi hollarda ratsional funksiyaning

I _____J'X—'-\J'x2 +3x+2 o 1
xf+3x2+3x+2

integral hisoblansin.
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1) p — butun son. Bu holda m va n ratsional sonlar maxra jlan_nmg

eng kichik umumiy karralisini 8 orqali belgilab, (2) integralda
= I

almashtirish bajarilsa, (2) integral ratsional funksiyaning imegmliga

keladi.

; 2 Jx
4- misol. Ushbu I= J ey dx
integral hisoblansin.
« Bu integralni quyidagicha yozib:

s 1 1
dx = 2(1 3y-2
Ty Jx (1+x3?)=dx,
bunda p = —2 bo‘lishini aniglaymiz.

Integralda x = ® almashtirish bajarib,

rS

I=6| ——=dt
(l+r2 )2
bo‘lishini topamiz. Ravshanki,
8
f 4 2 4 i
gt N =D Y i
(1+£2)? 4 2+l (241)?
Demak,
¢ N I st ik
Imdt——s— ' 4+ 3= 4arctgr+§ !2—l+zarctgr+C
bo‘lib,
_6¢[ 5 _
I = 3 X
bo‘ladi. »

2) 1'"1' — butun son. Bu holda (2) integralda
1
. B

almashtirishni bajarib
jx”(a+bx")"dx = %j(c-&-bf) P fdt
208

keladi.
xdx ; ;
isol. Ushbu | == integral hisoblansin.
J\HHW

"_-:.mpamiz, bunda

+'_

|3
|I—-
—

ing maxrajini s deb

1
z=(a+bt)
i bajaramiz. Natijada (2) integral ratsional funksiyaning

" 2
j jx(1+x3)2dx,
\J1+ x
¢ LB’ . 1
WEH B3 PR3
m+1

Shuni e’tiborga olib, ben‘lgan integralda,

21
t=(1+x3)?
ni bajaramiz. U holda
2 3 1

TSR PR TER

Wi~

_'.-dx=3j(rz—l)2r2dr— 6~+r +C, t=\Nl+x
1

— butun son. Ma’lumki, (2) integral X = r* almashtirish

m+1

br)? .t n s = ——_[(a +br)’ 1%dt = —j[f’i;ﬂ)p tPHdt
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ko‘rinishga keladi. Agar keyingi integralda

1
- (a-a-br)}
f

almashtirish bajarilsa (s soni p ning maxraji), u ratsional ﬁmkmyamng

integraliga keladi.
dx
6- misol. Ushb —F—= integral hiso in.
shbu _[ Y e 3 integ blansin

« Ravshanki, j =jx‘2(2+3x2)”§dx.

dx
224352
1 m+l —

Demak, m=-2, n=2, P=_5’ —"—"'P—‘
bo‘lib, p + ¢ — butun son bo‘ladi. Berilgan integralda
1

243x% P 2
pe| ) = 543

almashtirish bajarib,
V2 dx = N2t

x= , =- ]
?-3 Ji2-3)
P
J o = x @30y -
X +3X

=I(-ﬂ)=—f+C=—J;§+C

2 2

bo‘lishini topamiz. P>
Mashqlar

dx
(2.:c+1)2 Vax? +4x45

1.Ushbu |

By 4 . ;
2.Ushbu [ —% integral hisoblansin.
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integral hisoblansin.

8-BOB
ANIQ INTEGRAL

32- ma’ruza
Aniq integral tushunchasi

pentni bo‘laklash. Biror [a, b] c R segment berilgan
| segmentmng quyidagi
a=Xy <X <Xy <Xy <Xy =b

Xos X1s X2s oo0s Xty X 0

'plamlm olaylik.

, (1) to‘plam [a, b] segmentni

%. lxalxll, 82 =‘x|9x1]' reey n=lxn—l‘xnl

/} mtﬂﬂ
Ushbu

By <Xy <Xy < oS Xgy <Xy =b
vatda bo‘lgan
¥ ;i xo‘ x" x2| ey xn_l. xn

ar to‘plami [a, b] segmentni bo ‘laklash deyiladi va

P - {xﬁi x]s xzs seey xn_| ] xﬁ}

adi. Bunda har bir x, (k=0,1,2, .., n) nuqta |a, b]

- bo‘luvehi nugtasi, [xg, X (k=0,12,....n -1
P bo laklashning oralig i deyiladi.
l = maX.{Axk} Axk = Xp 4t - Xk
*Zaklashnmg diametri deyiladi.
[a, b] = [0, 1] bo‘lganda quyidagi
g 4 8 8 W
*10’10°10°10°10
g1 #'s & 10_
>10°10° 107 10° 10
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nugqtalar sistemasi [0, 1] segmentning

| L S
Pz_{o’ﬁ’l_d,ﬁ,ﬁ,l}

bo‘laklashlarini hosil qgiladi. Ularning diametrlari mos ravishda

1 2
Ma =3 tn =3

PZ =
bo‘ladi.

Yuqoridagi keltirilgan ta’rif va misollardan ko‘rinadiki, [a, b]
segmentning turli usullar bilan istalgan sondagi bo‘laklashlarini tuzish
mumkin. Bu bo‘laklashlardan iborat to‘plamni § bilan belgilaymiz:
(]

S ={P}.
2°. Darbu hamda integral yig‘indilar. f(x) funksiya [a, 5] da
aniglangan va chegaralangan bo‘lsin. Unda
dme R, M e R, Vxela,b]: m<f(x)< M
bo‘ladi. Aytaylik,
P ={%gs Xy Xy s s Xyfs X}
la, b] segmentning biror bo‘laklashi bo'lsin. U holda bu bo‘lak-
lashning har bir [x;, x;,,] (k=0,1,2,...,n-1) oralig‘ida

nlk = iﬂf{f(X)}, X € [xk )xkq-l ]!
Mk = sup{f(x)}, XE [xk!xlﬂlls
mavjud bo‘lib

inf
xe[a,b]

(k=0,1,2,..,n-1)

{f(x)}sm < My < sy l{f (%)} %)

bo‘ladi.

n=1
§= Z mk L Mk

k=0
yig‘indi f (x) funksiyaning [a, b) segmentning P bo ‘laklashiga nisbatan
Darbuning quyi yig‘indisi deyiladi. g

Ravshanki, bu yig‘indi f(x) funksiyaga hamda [a, b] ning P b0~
laklashiga bog‘lig bo‘ladi:

s=8{ AP

2-ta’rif. Ushbu
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f. Ushbu
n-1
S = Z M k-’ Mk
k=0 » .
x) funksiyaning (a, b] segmentning P bo ‘laklashiga nisbatan

yugori yig ‘indisi deyiladi.
indi f(x) funksiyaga hamda
’hdi

[a, b] ning P bo‘laklashiga

S=S(f;P)
"-: ""e {0,1,2,..,n- 1} ning har bir giymatida [x;, X;.] seg-
 ivoriy £, nuqtani tayinlaymiz: &e 1% Xenl, (=0, 1, 2,
Natijada [a, b] ning P bo‘laklashiga nisbatan
) {gU:al’E‘tZ:'"vgn-l} . sk
r to‘plami hosil bo‘ladi. Bu nugtalardagi f(x) funksiyaning

&), (k=0,1,2,.,n-1

1

ari yordamida ushbu
il
f(&g) - Axy
k=0
f. Quyidagi
n-1
o= Zf (&) - Ax,

yig ‘indisi deyiladi. '
b Yig‘f;ndiﬁ(x) funksiyaga, P bo‘laklashga hamda har bir

] da olingan &, nuqtalarga bog‘liq bo‘ladi:
| o = o(f; Pi&y)-

anki, £, [x;, X;+;] uchun

m < &) s M,

ni paytda

s(f; P) < o(f; P&) < S/ P)

liklar bajariladi.

(©)
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1- misol. Ushbu

f(x) =«
funksiyaning [—1, 1] segmentda quyidagi
oo 1Y _E _l a 1 1.1..3
P_{ l: 4s 21 4&0:_4'155231}

bo‘laklashga nisbatan Darbu yig‘indilari hamda

E‘ik =Xgs (k = 0’ 1! 2: veny ?)
deb, integral yig‘indi topilsin.

« Berilgan f(x) = |x| funksiya uchun [—1, 1] segmentning

4,-5’ Z'i’i)
bo‘laklashida
_3 1 1
’"0-2’ m1=§‘ m2=z, m; =0,
1 1 3
S0, W= Wy g W= g,
— o3 1 1
M, =1, M1—4. Mz_i’ M;..i,
1 | 3
M4=4-’ M5=§’ Mﬁ=z, M, =1
hamda
w=-h & it O Lo G =

=0, &=g, k=1, & =1,
fG) =1, f&) =3, fE) =1, f&)=1.

f&)=0, fEG)=1, rE&)=1, r&)=3
bo‘ladi.

Endi Ax, = (k=0,1,2,..,7) bo'lishini e’tiborga olib t0-

|

pamiz:
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31 ] 1 l+§).l=§,
"f;‘e)=(1+i+3+0+0+4+2 =3
AN E DD B .

3 5

! 3 _

.;-p)=(1+1+-2-+z+z+i+z+l)
5! 11 g 3Y B

;i_-' s PE) = (l +3+ 5 £z +0+z +3 + 4] 3 ) I

Anig ta’rifi. Faraz gilaylik, f(x) f-\mlfsiya |a, b] da
chegaralangan bo'lsin. Unda [a, b] oraligning har ganday

hamda har qanday &, (& (% X s k=0, L2..,n-1)

uqoridagi (2) va (3) munosabatlar o‘rinli bo‘lib,

L (0-a)inf {f(O} S 5U P S o3 Pig) S

Bl - a,

s 8L P)s (b-a)-fol{f(x)} 4

, b] segmentning bo'laklashlar to‘plami § = {P! n"mg.hanr
2 »‘laklashga nisbatan f(x) funksiyaning Darbu yig'indilari
) va S(f, P) ni tuzib, ushbu

[s(f: P}, {S(/;P)}

garaymiz. Bu to‘plamlar (4) munosabatga ko'‘ra chegara-

5 P)} to‘plamning aniq yuqori chegarasi f(x) funk-
b] oraligdagi quyi integrali deyiladi va

- f(x)dx

B 1 ——

di. Demak,

b
If(x)aﬁv = sgp{S(f;P)}-

agi yuqori integrali deyiladi va
b
[ reoax

{S(f; P)} to‘plamning aniq quyi chegarasi f (x) funksiyaning
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kabi belgilanadi. Demak,

b
J' / (x)dx = inf {S(f; P)}.

7- ta’rif. Agar f(x) funksiyaning quyi hamda yuqori integrallari
bir-biriga teng

b b
[ 7x)ax = [ f(x)ax
bolsa, f(x) funksiya |a, b] oraliq bo ‘yicha integrallanuvchi (Riman
ma’nosida integrallanuvchi) deyiladi.
Bunda quyi hamda yuqori integrallarning umumiy qiymati f(x)

funksiyaning [a, b] oralig bo‘yicha aniq integrali (Riman integrali)
deyiladi va

h
[ £(x)dx

kabi belgilanadi. Demak,

h
jf(x)abr = jf(x)dx = [ f(x)ax.

a son integralning quyi chegarasi, b son esa integralning yuqori
chegarasi, [a, b] segment integrallash oralig‘i deyiladi.

Eslatma. Yuqorida keltirilgan f(x) funksiyaning integrali ta’-
rifiga binoan integral

b
[ F(xax
o‘zgarmas sonni ifodalaydi. Binobarin, integral ostida o‘zgaruvchining
qganday yozilishiga bog‘liq bo‘lmaydi:
b b
[reoac= rar.

2-misol. f(x)=C, Ce R, xe[a,b] bo‘lsin.
Bu funksiyaning integrallanuvchanligi aniglansin.
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o [a, b] segmentning ixtiyoriy
P ={x0, Xpy X3y s X gy xn}

po‘laklashini olib, unga nisbatan Darbu yig‘indilarini topamiz:

n-1

s(C;P)= Y C-Ax=C(b-a),
k=0
n-1
S(C;P)=),C-&x =C-(b-a)
k=0

Biiaan sup{s(C; P)} = C-(b-a),
P
inf {S(C; P)} =C - (b-0)
b b ‘
bolib, | Cdx= [ dx bolishi kelib chigadi.

i

Demak, f(x) = C funksiya [a, b] da integrallanuvchi va
b
[c.ax=C-b-a).

Xususan, f(x) = 1 bo‘lganda
b
jdx =bh-a

‘ladi. » - o
e 1;- ]misol. f(x) = D(x), x<|0, 1] bo‘lsin. Bu Dirixle funksiyasini

0, 1] da integrallanuvchanlikka tekshirilsin. . _ i
[ 41 [0, 1] segmentning ixtiyoriy P bo‘laklashiga nisbatan Dirixle

funksiyasining Darbu yig‘indilari
n-=1
S(D;P) = ka ¥ Axk :0,
k=0

n-1

S(D;P)=Y M, -bx, =b-a
k=0

bo‘lib, Sl;p{S(D; P)}=0, 'u}f{S( D;P)}=b-a N




bo‘ladi. Demak,

jD(x)dx =0, iD(x)dx =bh-a,
0 0

‘lfD(x)afx # _i'D(x)dx.
0 0

Dirixle funksiyasi integrallanuvchi emas. P

4°. Integral yig‘indining limiti. Faraz qilaylik, f(x) funksiya [a, &]
segmentda berilgan bo‘lib, u shu segmentda chegaralangan bo‘Isin.
[a, b] segmentning biror

P= {xﬂ’ X1y X35 s X s xn}

bo‘laklashini olamiz.

Ma’lumki, f(x) funksiyaning bu bo‘laklashga nisbatan integral
yig‘indisi

n=1

o(f; Pi&) = ), f(&,)- Ax,
k=0

bo‘ladi.

_8- rq’rifi Agar Ve > 0 son olinganda ham shunday & > 0 son
topilsaki, [a, b] segmentning diametri Ap < & bo‘lgan har ganday
P bo‘laklashi uchun tuzilgan o( f; P;€, ) yig‘indi ixtiyoriy &, nugtalarda

n-1

lo(f; P3&) - J| =D f &) Ax, - T
k=0

<E

tengsizlikni bajarsa, J son o(f; P;&, ) yig‘indining A, — 0 dagi limiti
deyiladi va

lim o(f;P;&)=J

Ap—0
kabi belgilanadi.

Bu ta’rifni quyidagicha ham aytish mumkin:
Agar

Ve>0, 38>0, YPep, Ap <3, VE,
uchun lo(f; P& ) -J|<e
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bo‘lsa, u holda
~ lim o(f; P:&) =J
Ap=0

9“;,"-!: Agar A, — 0 da f(x) funksiyaning integral yig‘indisi
o(f: P;&,) chekli Jlimitga ega bolsa, f (x) funksiya la, b] segmentda
integrallanuvchi (Riman ma’nosida integrallanuvchi) deyiladi, Jsoniga

esa f (x) funksiyaning |a, b] segment bo'yicha aniq iniegrali deyiladi. Uni

[ reods

‘kabi belgilanadi. Demak,
n-1

b
[ £x)dx = {igg%f(ék) A

~ 4-misol. f(x)=x, xe|a,b]bo’lsin. Bu funksiyaning aniq integ-
rali topilsin. :
o [a, b] segmentning ixtiyoriy
P={x0,x,,x2....,x,,_,,x,,} |
bo‘laklashini olib, unga nisbatan f(x) = x funksiyaning integral yi-
g'indisini tuzamiz:

n-=1
G(f;P;ék)=2,§k AX s
k=0

 bunda Axp = X — Xe» Xk S& S X (k=0,1,2,...,n=1).

Endl Xy < ék < Xis1
tengsizliklarni Ax, >0 ga ko‘paytirib, hosil bo‘lgan
Xy - Axy SE AXp S Xy A% A1
tengsizliklarni & ning 0, 1, 2, ..., n—1 giymatlari bo‘yicha hadlab
qo‘shib:

n-1 n=l &l
Zx* + AXy SZT;;, “Ax S thl "By s
k=0 k=0 =
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n-1
n-1
X ~AX. S olfP;
é K - AXg (f’P'E"k)Séxkd'Axk

bo‘lishini topamiz. Bu tengsizliklardagi

n-1
Zxk-a.x,‘, EX;H_I'Mk
k=0 k=0

yig‘indilarni quyidagicha yozib olamiz:

n-1 n-1

1

> X 8% = ¥ X (Xpg — X =1”_§ L i lnz_]

“ — ke (Xr — %) kao(Xk+l X )—5 (xk+1_xk)2
k=0

n-1

‘1 5 ln—l bz
=) -1y ag rr 18,0
k=0 2 2&:0 .

n=l n-1 n-1

Natijada (3) tengsizliklar ushbu

b? -a?

1 n-1 2
5= Eéﬂxf so(f;P;E) <? ;"2 %
ko‘rinishga keladi. Bu munosabatdan
o(f; PsE, ) - 2| < L S
bo‘lishi kelib chigadi. *
Ravshanki,
1 z" widian. ) “ b
5 € Ao = 2
2 e k Pz%“*‘_z_l"

Demak, Ve > 0 so f = 2 ;
nga ko‘ra &= e deyilsa, u holda A, <8

bo‘lgan ixtiyoriy P bo‘laklash va ixtiyoriy &, larda
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n-1

E‘:U‘xh,Axk :;(x,( +Ax;, ) - Ax, :éx,‘ - Ax, +kZAx,: =
=)

n-l bl _ﬂl

. p. B -a?
o(x; P;&) - '—2—\= %&x Xy — ) <g
bo‘ladi. Bu esa
: I . _bp-a?
AETnc(x'P’F’*)_ 2 -xl:'-?ngag* o e
po‘lishini bildiradi. Demak,
4 2 2
dex -4 ;_a .

Shunday qilib, f(x) funksivaning aniq integrali ikki xil ta’riflanadi.
Bu ta’riflar ekvivalent ta’riflar bo‘ladi (garalsin [1], 9- bob).

Odatda, [a, b] segment bo‘yicha integrallanuvchi funksiyalar
to‘plami R([a, b]) kabi belgilanadi:

f(x)e R(la,b)) & f(x) funksiya [a, b da integrallanuvchi.

Mashglar

1. f(x) funksiyaning |a, b] da chegaralanganligi uning [a, b] da
integrallanuvchi bo‘lishining zaruriy sharti ekani isbotlansin.

2. Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar |a, b| da berilgan va
chegaralangan bo‘lib, Pesa [a, b] ning ixtiyoriy bo‘laklashi bo‘lsin.

Agar Vxe [a,b] da f(x)<g(x) bo‘lsa,
s(f,p)<s(8p) |
S(f.p)<S(g:p)
bo‘lishi isbotlansin.
33- ma’ruza
Funksiyaning integrallanuvchanlik mezoni (kriteriysi)
1°. Darbu yig‘indilarining xossalari. f(x) funksiya [a, b) segmentda
berilgan va chegaralangan bo'lib,

P = {Xgs %13 Xy s ors Xnt 2 X}
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[a, b] ning biror bo‘laklashi bo‘lsin. Ravshanki, bu holda f(x)
funksiyaning Darbu yig‘indilari

n=1
s(f»P)=ka-Axk,
k=0

n=1
S(f;P)= Y, M, - &,
k=0
mavjud bo‘ladi, bunda

m, =inf{f(x)}, xe[x, Xl
M, =sup{f(x)}, xe[x;,%,]
Axy =Xy =X, k=0,1,2,..,n-1.
1) [a, b] segmentning ixtiyoriy P bo‘laklashiga nisbatan tuzilgan
S (x) funksiyaning Darbu yig‘indilari uchun
(b—a)-lig_.flif(x)} <s(f;P)sS(f;P)<(b-a): |s:lg:;{f(x)}

bo‘ladi.

<4 Bu munosabat 32- ma’ruzadagi (3) tengsizliklardan kelib
chiqgadi. »

Aytaylik, P ={Xg, X3 %y 50y Xy s Xy }
[a, b] segmentning biror bo‘laklashi bo‘lsin. Bu bo‘laklashning bo*-
luvchi nugtalari x, (k = 0, 1, 2, ..., n) qatoriga yangi bo‘luvchi
nuqtalarni qo‘shib, [a, b] segmentning boshga P’ bo‘laklashini hosil
gilamiz. Uni P c P’ kabi belgilaymiz.

2) a, b] segmentining ixtiyoriy Pva P’ bo‘laklashlari uchun

s(fs Pys o(f; P},
S(fiP)2S(f,P)
munosabatlar o‘rinli bo‘ladi.
< [a, b] segmentning ixtiyoriy
‘P ot {xoyxlsxlv'"lxﬂ-lsx"}

bo‘laklashini olaylik. Soddalik uchun P’ bo‘laklash P ning barcha
bo‘luvchi nugtalari hamda go‘shimcha bitta x” nuqtadan yuzaga
kelgan bo‘Isin. Bu x” nuqta x, hamda x,.,, nugtalar orasida joylashsin:
Xy <X Xty
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. Dcmak,
.F”I = {xB,xl,XZ, wany xk,x’,xk",], weay x,,_l,x"}. . -
Bu bo‘laklashlarga nisbatan Darbuning quyi yig‘indilarini yozamiz.
s(f; P) = myAxy + myAx% + ...+ M AXg + oot My BXp s
s(f; P’) = moAxy + mAXy + ...
+[m}{ S = x )+ (e 3 )] oM,y A,

bunda
| ml = inf{f(x)}, x€ X X1,
mll = inf{f ()}, xe€ X%l

Endi ml = m;, m; = my bolishini e’tiborga olib topamiz:

s(f; Py -s(f; P)=m(x - X% )+ mi (X, — X)) =
—mAx, 2 my (X" =X, )+ my (X, = X) — M AXy = 0.
Keyingi munosabatdan
s(fiP) < s(f2P)
* bo'lishi kelib chigadi. Xuddi shunga o‘xshash,
S(f;P)2S(fiP)
bo‘lishi isbotlanadi. P .
3) |a, b] ning ixtiyorly Py va P,(P,c S, Pc
nisbatan Darbu yig‘indilari uchun
s(fiB)<S(fiR)
tcng:izgkv:‘%}iggaa?him parcha bo‘luvchi nugtalari yordamida
(a, b] ning P bo'lakiashini hosil qilamiz. Ravshankl
BcP, Bc P

%) bo‘laklashlarga

e 1?(?1;0rida keltirilgan 1- va 2-xossalardan foydalanib topamiz:

s(f;B) < s(f3P)< S(f;PY<SUiR). P
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Natija. [a, b] segmentda chegaralangan ixtiyoriy funksiya uchup
: 3 ariga ko‘ra
[7(9dx < [ r(x)ax :
bo‘ladi. ’ ’ LR ARD: !f(x)dx Tilifleg
<« Shartga ko‘ra f(x) funksiya [a, 5] da chegaralangan. Demak “ t
: 3P, e {P}: S(f;Pg)—]f(x)dH%

b
[ 7 Gyt = supts(r; Py,

b
[ Fax = infis(7; Py
integrallar mavjud. foydalanib P bo‘laklash uchun

Yuqoridagi 3- xossa hamda aniq chegara ta’riflaridan

1gi munosabatlardan
S(f;P)-s(f:P)<e

jf(x)dx < jf(x)dx

bo‘l;shi kelib chigadi. »
°. Integrallanuvchanlik mezoni (kriteriysi). Endi [a, b

berilgan va chegaralangan funksi iq ir i ] segn?entgleg

: ool f(x) 1ya aniq integralining mavjudligi

- teorema. /(x) funksiya [a, ] da integrallanuvchi bo‘lishi uchun

Ve _>.0 son ohn_ganda ham [a, b] segmentning shunday P bo‘laklashi

topilib, unga nisbatan

S(f;P)-s(f;P)<e

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.
Bu teorema quyidagicha ham ifodalanishi mumkin:

f(x)e R([a,b]) & Ve >0, AP {P}: S(f;P)-s(f;P)<¢-
A Zarurligi. Aytaylik, f(x)e R([a,b]) bo‘lsin. Ta’rifga binoan

b chigadi.

Aytaylik,

Ye>0, 3Pe{P}: S(f;P)-s(f;P)<e
a yugorida keltirilgan natijaga ko‘ra

b
jf(x)dx <[ fx)dx

_, \ )
S5 P) < [ f(x)dx <[ £(x)dx < S(f; P)
zliklardan

b b b b
;_[f (x)dx = j f(x)dx = J' f(x)dx .;jf (x)dx - jf (x)dx < S(f; P)-s(f;P)
: a a a a

bo‘ladi.
adi chigadi. Demak,
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v musbat ¢ sonni olaylik. Unda quyi va yuqori integral-

: la, b] segmentning P, va P, bo‘laklashlarning barcha
nugtalaridan [a, ] ning P bo‘laklashini hosil gilamiz.
nki, P, c P,, P,c Pbo‘ladi. Darbu yig'indilarining 1- va

b
=2 < s(/:R) < (/3 P) < SUS PSS <] 0+ 5
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b b
Ves0: os]f(x)dx—jf(x)'due.

Keyingi tengsizlikdan topamiz:

B ey,

b
f()dx = [ f(x)dx.

Demak, f(x)e R(|a,b]).

(Aniq integralning mavjudligi hagidagi . i
el ] B T Ty T e PeOUTIRA Suyifagictia

f(x) funksiya [a, b] da inte i bo‘lishi

. : grallanuvchi bo‘lishi uchun Ve >

;lnlg%nda‘ham shunday & > 0 son topilib, [a, b] segmentni dia{:nen?i
P bo‘lgan har gqanday P bo‘laklashga nisbatan

S(f;P)-s(f:P)<e
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.)

{\wal.gidck, S(x) funksiyaning [x,,x,,,], (k=0,1,2,...,n-1)
oraligdagi tebranishini w, orgali belgilaymiz. U holda o

n-1
S(f;P)-s(f;P)= e
fiP)-s(f;P) kZ‘o(M‘ m,‘)Ax,‘-%m,‘Axk

bo'lib, l-teon;ma quyidagicha ifodalanadi:
S (x) funksiya [a, b] da integrallanuvchi bo‘lishi uchun Ve > 0 son

olinganda ham [a, b] segmentni ¥ i il
iy, bl ] segmentning shunday P bo‘laklashi topilib,

n-1
E ay -Ax, <€
k=0

tengsizlikning bajarilishi zarur va i
e ’ yetarli.

f(x)e R([a,b]) & Vee 0, 3P e {P}: Emk-Ax,, <Ee.
C k=0
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Mashglar

1. [a, b] segmentning ixtiyoriy bo‘laklashi uchun
§ s(af (x)+B; P) = as(f; P)+B(b-a),
S(of (x) +B; P) = aS(f; P)+P(b-a)
tichi isbotlansin, bunda o,Be R.

- 2. Agar f(x)e C[a.b] bo‘lsa, u holda [a, b] ning ixtiyoriy bo‘-
uchun Darbuning quyi va yugori yig’ indilari f (x) funksiyaning
yig'indilari bo‘lishi isbotlansin.

34- ma’ruza
Integrallanuvchi funksiyalar sinfi

" 1°. Uzluksiz funksiyalarning integrallanuyvchanligi. Aytaylik, fx)
nksiva |a, b] oraligda aniglangan bo'lsin.
1- teorema. Agar f(x) funksiya [a, b] da uzluksiz bo'lsa, u shu
'b] da integrallanuvchi, ya'ni
R Cla,b] c R(la,b])
'ladi.
« Modomiki, f(x)e Ca,b] ekan, u Kantor teoremasiga ko‘ra
a, b] oraliqda tekis uzluksiz bo‘ladi. Kantor teoremasining natijasiga
Ve > 0 olinganda ham shunday & > 0 son topiladiki, [a, b]
ligni uzunliklari § dan kichik bo‘lgan bo‘laklarga ajratilganda har
ho‘lakdagi funksiyaning tebranishi

& ot
¥ b-a
ladi. Unda [a, b] oraligni diametri A, < 8 bo‘lgan har ganday P
aklashda

.

n-1 n-1
SUfP)-s(f;P)= k};.ﬂm*Axk < Bi_a k);quk =€

di. Demak, f(x) € R([a,b]). >
2°. Monoton funksiyalarning integrallanuvchanligi.
2- teorema. Agar f(x) funksiya [a, b] segmentda chegaralangan
va monoton bo‘lsa, u shu segmentda integrallanuvchi bo‘ladi.
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« Aytaylik, f(x) funksiya [a, b] segmentda o‘suvchi boTib,
f(a) < f(b) bolsin,
Ve > 0 sonni olib, unga ko‘ra § > 0 ni
E
°= Fo-f@
deymiz. U holda [a, b] segmentning diametri Ap < 8 bolgan ixtiyoriy
P bo‘laklash uchun

n-l
SUSPY =5/ P) = Z(My = )- 85 = 2 f )~ /3] 0% 5

n-1
Shp 2LS )~ L)) =Ap [f0) - f (@] < e O-r @)=
bo‘ladi. Demak, f(x)e R(|a,b]). P

3°. Uziladigan funksiyalarning integrallanuvchanligi.

3- teorema. Agar f(x) funksiya [a, b] segmentda chegaralangan
va shu segmentning chekli sondagi nuqtalarida uzilishga ega bo‘lib,
golgan barcha nuqtalarda uzluksiz bo‘lsa, funksiya |a, b] da integ-
rallanuvchi bo‘ladi.

« f(x) funksiya [a, b] da chegaralangan bo‘lsin. Demak,

3Ce R, Vxela,b]: |[f(x)<C, (C>0)
bo‘ladi.

Soddalik uchun, f(x) funksiya [a, b] segmentning faqat bitta
x' (x"e |a, b]) nuqtasida uzilishga ega bo‘lib, golgan barcha nuqta-
larda uzluksiz bo‘lsin. Ve > 0 sonni olib, unga ko‘ra § > 0 sonni

ol
6 16C
deymiz.

x* nugtaning § atrofi (x* -8, x" +8) ni olib, ushbu
[a, 6]\ (x* - 8,x" +8)

to’plamni garaymiz. Bu to‘plamda f(x) funksiya uzluksiz bo‘lib,
Kantor teoremasiga binoan u tekis uzluksiz bo‘ladi. U holda shunday
Y > 0 son topiladiki,

vx',x"e[a,x" -8], (Vx’,x'e [x* +38, b])
228 :

so'lishi kelib chigadi. : _ ‘lgan i
" Endi [a, b] segmentni diametri Ap < min(3,y) bo‘lgan i

P bo'laklashini olib, unga nisbatan

munosabat bajariladigan % s

A ‘.iifchun |x" = x"| < y bo'lishidan

) - £ < 550

xtiyoriy

n-1
k=0

vig'indini tuzamiz. Bu yig‘indining har bir hadida [x;,Xeals
k=012, .., n-1) oraliglarning Ax, uzunliklari gatnashadi.

(1) yig‘indining ushbu

[xk:xkﬂln(x' —ﬁ,x‘ +8)=® -
Xp.1 | g2 mos hadlaridan tuzilgan yig'indini

Zk" wy - Axy

bilan, qolgan barcha hadlardan (bunday hadlar uchun
[Xe s X IN(x" =8, X" +8) # D

[xk ,xk+|lﬂ{X' "5} 0,
[xijkﬂ]n{x. +8} & @

2 O - AXy
%
‘bilan belgilaymiz. Natijada
f = ’ ”
"Z(Dk'Axk =Z )y 'Mk +Z @y 'Mk
3
k=0 k

] bo'lib, tenglikning o‘ng tomondagi go‘shiluvchilar uchun
]

’ # Bt f=g) =,
Y, o - Ax 52(:_‘1)-2‘:‘ A% € 550 ( 5
k
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'fi.:": '.. R.aVShaﬂ.kl,
s(C- f(x; P;&)) = Co(f; Pi&k)s

lim G(Cf(x’P!Ek)] =C-11iIBUG(f‘P’§k)'
Ap—0

” " s e
Zk_ @ - Ax, SZC-EJ‘ - AX, 52.6‘.45:8(‘_E=§
bo‘ladi. Demak,

12 E
50 M <ot =e

Bu esa f(x) funksiyaning [a, b] da integrallanuvchi ekanini
bildiradi. »

 Demak,
(C- f(x)) e R(la,b])
b ]
J'c f(x)dx = CJ' F(x)dx -
Mashglar ,, ,,

. ' 2- xossa. Agar
f(x)e R(la, b)), g(x)e R(la,b])

l = Aytaylika

fla)= {sin —} agar 0 <x <1 bo‘lsa, o'lsa, u holda

0, agar x=0 bo'lsa b
bo‘lsin. f(x)e R([0,1]) bo'lishi isbotlansin. s

2. y = f(x) funksiya [a, b] da integrallanuvchi bo‘lib, uning
qiymatlari [c, d] ga tegishli bo‘lsin. Agar ¢(y) funksiva [c, d] da
uzluksiz bo‘lsa, u holda murakkab funksiya @(f(x))ning [a, b] da
integrallanuvchi bo‘lishi isbotlansin.

(f(x)+g(x))e R(la,b])

b b b
J(f(x) + g(x))dx =If(x)dx + Ig(x)dx

bo'ladi (additivlik xossasi). ‘
~ d Aniq integral ta’rifiga ko‘ra

35- ma’ruza

b
lim o(/,P,&) = [ f(x)dx,
Aniq integralning xossalari Jim, a

1°. Integralning chiziglilik hamda additivlik xossalari.
1- xossa. Agar f(x)e R(la,h]) va CeR bo‘lsa, u holda
(C- f(x))e R(la,b]) bo‘lib,

b
lim o(g, P,&,) = [ g(x)dx
Ap—0 .

bo‘ladi. Ravshanki,
o(f +g P.&) =0(f P& ) +0(g P.&) .
Limitga ega bo‘lgan funksiyalar haqidagi teoremadan foydalanib,

(f(x) + g(x)) & R([a,b]) Va

j C- fx)dx =‘lef(x)dx

bo‘ladi.
< f(x)e R(Ia; b]) va Ce R bo‘Isin. Amq mtegml m?nﬁga ko‘ra . ; ,
" | [(7(0)+ gGdx =] Fde+ g ()
Jlim o(f,P.8) = J’ f(x)dx ) & v
P e

' bo‘lishini topamiz. »
230 |

231




3- xossa.Agar

f(x)e R(la,c)). f(x)e R([c.b)),
bo‘lsa, u holda

f(x) e R(|a,d))
bo‘lib,

jf(x)dx =jf(x)dx+jg(x>dx

ifodaga ega bo‘lamiz.

< Aytaylik, a < ¢ <bbo'lib, f(x)e R(|a,c]) va f(x)e R([c, b))
bo'lsin. U holda Ve > 0 son olinganda ham |a, ¢] oraligning A A <9
bo‘lgan P, bo‘laklashi topiladiki,

S(f:i’l)—s(f;f’,)<§ (1)

bo‘ladi. Shuningdek, [¢, 4] oraligning Ap <&, bo‘lgan bo‘laklashi
topiladiki,

SUiPR)-s(fiB) <5
bo‘ladi.

Endi [a, b] oraligning diametri Ap <& =min(§,,8,) bo‘lgan
ixtiy(_Jriy P, ]Jo‘laklashini'olamiz, Bu P; bo‘laklashning bo‘luvchi nuq-
talari qatoriga ¢ nuqtani qo‘shib, [a, 5] ning yangi P bo‘laklashini
hosil gilamiz. Unga nisbatan £ (x) funksiyaning Darbu yig‘indilari

S(fiP), s(f;P)
bo‘lsin.
-P bo‘laklashning’ [a, ¢] va [r’:, b] dagi bo‘luvchi nuqgtalari mos
ravishda uIarning A hamda P, bo‘laklashlarini yuzaga keltiradi.
Ravshanki, bu ' hamda P, bo‘laklashlarga nisbatan quyidagi teng-

sizliklar o‘rinli bo‘ladi:
SUSB)-s(f3R) <5,

SUB)-s(fiB) <.
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wni paytda, ,
| S(f:P)=S(f;R)+SUfih),
s(fiP)=s(f; B)+s(fi B)

bo‘ladi. Bu munosabatlardan

S(f:P)-s(f;P) = (S([3R) - s(f3P)) +
WS B -sUs B <5 +5=¢

bo'lishi kelib chigadi. Demak, f(x)e R(la,b)]).

f(x) funksiyaning [a,b], la,cl, [_c,b] oraliglar bo'
ashga nisbatan integral yig‘indilari

2 F(E) - BXgs ‘Zlf(&:k)'Axk- [%]f(fu)'ﬂxn
[u.h] a.c

yicha P bo‘-

Z}ﬂ&n-m - [a'zl’;]ftz;u»axt ¥ %}f@ﬂm

[ab . -
" bo‘ladi. Integral ta’rifidan foydalanib topamiz:
‘ b c b
jf(x)dx =j F(x)dx + _[f(x)dx )
a d [ 4

Shunga o‘xshash ¢ <a < b, a<h<
o‘rinli bo‘lishi isbotlanadi.
4- xossa. Agar f(x)e R(|
f(x)-g(x)e R(la,b)) bo‘ladi.

« Modomiki, f(x) va g(x) funks
ekan, unda

T b

S(FiPY=s(f3P) < 5ops (M'=s0pf(x), xelabD

S(g;P)-s(g: P) < 5> (M =supg(x), xelabD

bo‘ladi.

¢ bo‘lgan hollarda ham xossaning
a, b)), g(x)e R(|a, b)) bo'lsa, u holda

iyalar [a, b] da integrallanuvchi

233



Aytaylik, Vxe [a,h] da f(x) 20, q(x) 20 bo'lsin. U holda
Vx € [x; ;x;,, ] uchun
0<m < f(x)< M, my =inf f(x), M|
0<m <g(x)<s My, m=infg(x), M,
bo‘lib, ulardan
Osm -mg < f(x)-g(x)s M, - M;
bo'lishi kelib chigadi. Ayni paytda,

mp = inf{f(x)-g(x)}, M{= sup{f(x)- g(x)}
lar uchun

=sup f(x):
= Sup g(x)

my - my; < my SM} <M, M
bo‘lib,
MR —m} SM-M{-m -m = M; (M, =m)+m (M} - my)
bo‘ladi.
Endi M >M,, M’ > M ekanini etiborga olib, topamiz;

SU -8 P)-s(f & P)=3 (M -m]) <
sM’-g(Mk -my)- Ax; +M-§(M,;- my) =
=M’ (S(f;P)~s(f;P))+ M'(S(g; P) - s5(g; P)) <
<M’2—§F+M-2—F‘E<e.
Demak, bu holda f(x)-g(x)e R([a,b]).

Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar [a, b] da ixtiyoriy integrallanuvchi
funksiyalar bo‘Isin.

Ravshanki, Vx e [a,b] da
f(x)—inf f(x) = f(x)-m20,

&(x)-infg(x)=g(x)-m' 20
bo‘ladi. ;
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3 £ £ funksiyani quyidagicha yozib olamiz:

) 806) = (/ () = m) (£(x) = ')+ M) + i ()~

u tenglikning o‘ng tomonidagi har bir qo‘shiluvchi [a, b] da
llanuvchi bo‘lganligi sababli f(x)-g(x) ham [a, b] da
nuvchi bo‘ladi. »

Agar f(x)e R(la,b]) bo‘lsa, uholda [ f(x)I" & R([a,b])

bunda ne N.

ng tengsizliiklar bilan bog‘langan xossalari.
Agar f(x)e R(la.b]) bolib, Vxe [a,b] da f(x)20

b
J’ f(x)dx =0

7]

 Integralning tarifign ko'ra

n-l b
Ap 0 da DX f(&)-Ax, - [ f(x)dx
k=0 p:

U holda, Vxe [a,b] da f(x) =0 bo‘lishidan
n-1

D f (&) Ax 20

k=0

j.f(x)afxzﬂ

i kelib chiqadi. p B
natija. Agar f(x)e R([a,b]), g(x)e R(la,b]) bo‘lib,
a,b] da f(x) < g(x) bo‘lsa, u holda

b b
j f(x)dx < J‘g(x)dx
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tengsizlik Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi deyiladi.

<« Ravshanki, | N
5. xossa. Agar f(x) e R(la.b]) bo‘lsa, |f(x) e R([a,b]) bo'lib,
5

f(x) € R([a,b]), g(x)e R(la,b])= (g(x)~ f(x))e R(|a,b))
bo‘lib,
abi'

b
< | ()l

f[f(x)dx

h
g(x) - f(x)20= [(g(x)- f(x)dx 20 = __
- < :f(x)E R(la, b))
e > 0 olinganda ham
diki, unga nisbatan

bo‘lsin. Integrallanuvchanlik mezoniga ko‘ra,

b b b b :
= _[g(x)dx - ff(x)dx >0= _[f(x)d.x < _[g(x)dx (4, b] segmentning shunday P bo‘laklashi

i |

n-1
potadi ¥ S(f;P)~S(f;P)=Z£0ka <€
2- natija. . — -
e A fore Bl B00e RO%I WiBolig 1i. bunda o, — f(x) funksiyaning [x; , X, | dagi tebranishi.
b b : b
hanki . %" ,b] uchun
‘ S (x)g(x)dx| < fz(x)dxf‘j 2% (x)dx ki, Vx',x" € [a . | -
"! \/“I “I 9 £ x| = £ (x| |f(x") = f(x7)
bo‘ladi. & .

<« Ixtiyoriy e R uchun
b

J(r@) -o g0y dx 20

a

< sup|f(x") = f(xX7)]

sup [[£(x")] = [/ (7]
lishi kelib chigadi. Demak,
oy S Wy

adi, bunda o, — |f(x)| funksiyaning [x;,
e’tiborga olib,

S x.,;) dagi tebranishi.

h b b
o [ g (x)dx - 20 f(x)g(x)dx + [ 12 (x)dx 2 0 lar
a a a |14 n— - Ax}c e

0

g

A=l
bo‘ladi. Kvadrat uchhadning diskriminanti musbat bo‘lmaganligi sababli S(f];P)-s(f|;P) = >, o Axi <
k=0

=
1l

':m ni topamjz. Demak, ]f(x)l € R(lﬂ, bl) .

b g g :
[I 4 (x)g(xmx] - [ 2 (x)dx - [ g (x)ax <0, i
‘ : y f() va |f(x)| funksiyalarning integral yig‘indilari uchun

ya’ni
i n=1
b b b ' if(ﬁk)ﬂ"k SZ‘f(ﬁk)l'Axk
_[f (x)g(x)dx| < J j S (x)dx - \]jgz (x)dx _ 1 e e
bo‘ladi. » ’ ’ ’ ] lib, A, — 0 da limitga o‘tish natijasida
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jf (x)dx

bo‘lishi kelib chigadi. P
3°. Ofrta qiymat hagidagi teoremalar. Aytaylik, f(x) funksiy,
la, b] da berilgan va chegaralangan bo‘lsin. U holda m = inf{ f( x)},
M =sup{f(x)}, (xela,b]) mavjud va Vx e [a,b] uchun
ms< f(x)s M
tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi.
1- teorema. Agar f(x)e R([a,b]) bo‘lsa, u holda shunday
o‘zgarmas u (m < u < M) son mavjudki,

b
< [If(0)fax

b
[ F@ydx=p-(6-a)

bo‘ladi.
<« Ravshanki,
b b b
ms< f(x)s M= jmdxsjf(x)dxsjmxa
b
= m(b-a)< jf(x)dx < M(b-a).
Keyingi tengsizliklardan
b
| £(xyax
m< - <M
bo‘lishi kelib chiqadi. Agar
b
[ reoax
p=2

P
deyilsa, undan ‘
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b
[rdx=p-(b-a)

tqpmniz.h

Agar f(x)e Cla,b] bo‘lsa, u holda shunday 6 ¢ |a,b]

b
[rxdx =70 b-0

tasdig yuqoridagi teorema va uzluksiz funksiyaning
n kelib chigadi. » -

¢ sma. Agar f(x)e R(la,b]), g(x)e R(la,b]) bo lib,
x) funksiya oz ishorasini o‘zgartirmasa, u holda shunday

nas p son (m<pu<M) mavjudki,

h b
[ reogxde =pfg(ods 3

di.
Aytaylik, Vxe [a,b] da g(x)20

m< f(x)<M = mg(x)< f(x)-8(x)< Mg(x)

. ‘h’:mmbatdan hamda aniq integral xossalaridan foydalanib

bo‘lsin. Unda ravshanki,

b b b
mj_g(x)dx < I f(x)g(x)dx <M I g(x)dx .
(x)dx =0 bo‘lsin. U holdé
b
[ F0g(x)ax =0

otiy 1 (m<p < M) da (3) o'rinli bo‘ladi. .



oo, 4e0)) bo'lib,u T(T'# 0) davrli funksiya bol-

h &
b) [g(x)dx >0 bo'lsin. U holda 3. f(x)eCU
= U holda Yae R uchun
b B a+l’ T
[ rexgoa [ reodx = [ reod
me<@ i <M ‘ a 0
[ st fliii isbotlansifi.
bo'lib, ’ 36- ma’ruza
b : i 0‘zgaruvchi bo‘lgan aniq integrallar
[ rengax
=2 i ma’lumotlar. Quyidagilarni ta’rif hamda kelishuv sifatida
b
Iz(X)dx riy f(x) funksiya uchun
f [ fxax=0.
y a

! ]
deyilsa, undan If(x)g(x)dx = ng(x)dx

bo‘lishi kelib chigadi. » ) £(x)e R(la,b]) va a < bbolganda
4-—_ natija. Agar f(x)e Cla,b] bo'lib, g(x)e R([a,b]) va gx)
funksiya [a, b] da o'z ishorasini o‘zgartirmasa, u holda shunday

8 ¢ [a, b] topiladiki,
b b
| rogxdx = 76)f g(xax

iif(x)dx = —i f(x)dx
b a

: . Agar f(x)e R(la,b]) bo‘lsa, u holda ixtiyoriy

uchun f(x)e R([o,p]) bo‘ladi.
R(|a, b]) bo‘lib, [o,B] < [a,b] bo‘lsin. Integrallanuv-

bo‘ladi.
oq ko‘ra, Ve > 0 son olinganda ham |a, b] oraligning
Madhqtar laklashi topiladiki, unga nisbatan
x S(f;P)-s(f;P)<¢
1. U 5 j' 2 /6 S ; '
shbu 3 < n mdx <=5 tengsizlik isbotlansin. i botluvchi nugtalari Xg, Xy»Xzs s Xa-is %n qatori-
4 i go‘shib, [a, b] oraligning yangi P’ bo‘laklashini

b . Ravshanki, P c P’ bo'ladi.
2. Ushbu [ dx =16l <la| tenglik isbotlansi jg‘indilarining xossasiga ko‘ra
J ¥ = Il tengik isbotansn e
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S(fiP)2S8(f;P')
bolib,
S(f;P)-s(f;P)<e
bo‘ladi.
P’ bo‘laklashning [a, B] dagi bo‘luvchi nugtalarini shu oraligning

bo‘luvchi nuqtalari sifatida qarab, [o, B] oraligning P, bo‘laklashipj

hosil gilamiz. Bu bo‘laklashga nisbatan f(x) funksiyaning Darby
yig‘indilarini tuzamiz:

S(/iR), sUf:R).
Natijada

S(f:0)=s(f30)= Y, (M, —my)Ax,.

[a,0]
S(fim)-s(fim)= [Z](Mk - my ) Ax;
afi

bo‘lib, ulardan

S(R)=s(fLR)SS(fP)=s(fiP)
bo‘lishi kelib chigadi. Demak,

S(fiR)-s(f;R)<e
bo‘ladi. Bu esa f(x)e R(|«,B]) ekanini bildiradi. »
2°. Chegaralari o‘zgaruvchi aniq integrallar. Aytaylik, /(x)e R(|a,b])
bo‘lsin. U holda yuqorida keltirilgan teoremaga ko‘ra f(x)e R(la,x]),
a < x <b bo'lib, funksiyaning [a, x] oralig bo‘yicha aniq integrali
x ga bog‘liq bo‘ladi:
F(x) = [ f(Odt, (xe[a,b], F(a)=0).

2- teorema. Agar f(x)e R([a,b]) bo'lsa, F(x)e C[a,b] bo‘ladi.
4 f(x)e R([a,b]) bolsin. [a, b] oralicjdan ixtiyoriy x’, *
nuqtalarni olib, .
F(x")- F(x")
242

/miz. Ravshanki,

LF()-FO = [ rndi- [ rayde= j Syt

Bu tenglikdan topamiz:
)P0 -

< [If)drs

]: f(nadt

X’

< sup| 7)) | dr| = sup £ (1)l =X
: la.bl ‘ la,b]
i
ve>0 ga ko'‘ra, 5=-J—E——- deyilsa, u holda
fuglf(r)l

#l < & tengsizlikni ganoatlantiruvchi vx’, xe[a, b] uchun

L .
|F(x") - F(x)| = ff.ﬁlfm‘ x" = x| <?:13|lf(f)|‘6 =

.
= 1) —= €
IS:lﬁPIU ( )1 ls:fli 7))

esa Ax) funksiyaning [a, b] da uzluksiz bo‘lishini bildiradi.
7(x) e Cla,b]. »

' ema. Agar f(x)e Cla,b] bo‘lsa, u holda F(x) funksiya
] da hosilaga ega bo'lib,

F'(x) = f(x)

lik, f(x)e Cla,b] bo'lib, xel[a,b], x+Axe [a,b]
q integralning xossalaridan foydalanib topamiz:

x+Ax x X+Ax
o) %[ [ raar- j f(t)dr] -z j f(ydr.
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O'rta giymat haqidagi teoremadan foydalanib, ushby an ham,

F(x+Ax)-F(x) ; § b
__—Ax___=f(x+B-A_x), (0<9(1) jlf(t)df ” Jf(l)df—F(x) =_.F'(x)=-f(1). | 2
tenglikka kelamiz. - .
Keyingi tenglikda, Ax — 0 da limitga o‘tib \x

F'(x)=f(x) Mashglar
bo‘lishini topamiz. »

Natija. Agar f(x)e C[a,b] bo‘lsa, u holda £(x) funksiya bosh-
lang‘ich funksiyaga ega bo‘ladi.

<« Bu tasdiq yuqoridagi 3- teoremadan kelib chiqadi. Bunda f(x)
funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi

x
F(x)= | sinxdx, xe-L1]
_] . - -
da F(x) funksiyaning x = 0 nuqgtada hosilasi mavjud

NSIn.

X
F(x)= [ f(tyar S iim (728! 4 Jimit hisoblansin.
p ishbu 141

400 X
* 0

bo'ladi. B £ ‘-tm a. Lopital goidasidan foydalaning.)

Faraz qilaylik, f(x)e R(la,b]) bo'lsin. U holda S(x)e R(|x,b]),

asx<b bo'lib, funksiyaning [x, b] oralig bo‘yicha aniq integrali

37- ma’ruza
x ga bog'lig bo‘ladi:

Aniq integralni hisoblash

b
®(x) = [ 7()dt, (xela,b], D(b)=0). \niq integralni ta’rifiga ko‘ra hisoblash. Aytaylik, f(x) €

b)) bo'lsin. Unda integral ta’rifiga ko'ra

Aniq integral xossasidan foydalanib topamiz:

0 % b g n-1 i b
[rGax=[ rydr+ [ tyar = Fxy+ 0(x), (xela, b)), 11:130%."(&# )AX, = !f(x)d"

Bu tenglikdan

N

b b )
O(x) = [ f(x)dx - F(x) misol. Ushbu  [sin xdx integral hisoblansin.
bo'lishi kelib chigadi. ’ 5 a__ ! 1. Demak, f(x)e R([a,b]).
Keyingi tenglik, ®(x) funksiyaning xossalarini £(x) hamda F(x) ki, f(x) =sinx & Cla.b]
funksiyalarning xossalari orqali o‘rganish mumkinligini ko‘rsatadi. ] ushbu i
Jumladan, f(x)e C[a,b] bo‘lsa, u holda | 8,8+0,,,0+20,, .., @Ky, oy @R, =

o=l iida (bunda @, = =) n ta teng bo‘lakka bo'lib,

n

bo‘ladi.

245
244



har bir
[a+ka,,a+(k+Da,], (k=0,1,2,..,n-1)
bo‘lakda &, nuqtani quyidagicha tanlaymiz:
g =a+(k+Do,, (k=0,1,2,..,n-1).
U holda f(x) =sin x funksiyaning integral yig‘indisi quyidagicha
n-1

o= Zsm(a+(k+l)(x )-a, -u,,zsm(a+(k+l)a )

ko‘rinishga ega bo‘ladi.
Ma’lumki,
T
oy 2sm Tsm(a +(k+1)o,) =
2

SN SR

2 —a
S‘ll'l2

sin(a+(k +a,) =

2sin

bo‘ladi. Natijada integral yig‘indi uchun ushbu

o= “"'u E[cos[a+(k+%)u, )—cm[m(hg)an ]] =

2
sin— 4=

o,

=- 231(cm(a+%a,)—cos(b+%a,,)]

sin
2

tenglikka kelamiz.
Keyingi tenglikda 1, = Ax;, = o, = 0 da hm:tga o‘tib topamiz:

.[smxdx cosa-—cosh, p

2°. Nyuton—Leybnits formulasi. Aytaylik, f(x) funksiya [a, b]
segmentda berilgan va shu segmentda uzluksiz bo‘lsin. U holda f(x)
boshlang‘ich funksiya
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- ]
atda, ®(b) - ®(a) ayirma P(x)

[Lac=mx)

F(x) = [ £yt

.@(x) funksiya f (x) ning ixtiyoriy boshlang‘ich funksiyasi

®(x) = F(x)+C, (C= const)
ja avval x = a deb,

®(a)=C,

b

®(b) = [ f(x)dx+C
z. Demak,
b (1
[ f(x)dx = () - O(a).

a .
emula Nyuton—Leybnits formulasi deyiladi.

kabi yoziladi. Demak,

= ®(b) -P(a).

b b
_[f(x)dx =®(x)|

=Inb- 1na—ln— (@a>0,b>0).

uvchilarni almashtirish formulasi. Faraz gilaylik,
b] bo‘lsin. Ravshanki, bu holda

:’[f(x)dx

viud bo‘ladi.




Ayni paytda, bu funksiya [a, 4] da boshlang‘ich ®(x) fanksivasl

ega bo‘lib, ) va (3) munosabatlardan

b b ’ ’
[ 7(x)dx = @b) - d(a) [ reodx= j S (@) @'(r)dr @
bo‘ladi. ’ ib chigadi. lb ‘ . 3 \
Aytaylik, aniq integralda x o‘zgaruvchi ushbu ula aniq integralda o ‘zgaruvchini almashtirish formulasi
; x =o(r) ;
ormula bilan almashtirilgan bo‘lib, bunda oz i i 1. Ushbu [+1 - x*dx integral hisoblansin.
shartlarni bajars'm: (P( ) ﬁlnksxya qumdagi .[[

rilgan integralda x = sin/ almashtirishni bajaramiz. Unda

1) o(f) e Cla,B] bo'lib, o(t) funksiyaning b " :
[a, b] ga tegishli; yaning barcha giymatlar

2) ¢(a)=a, ¢(B)=b;

3) o(r) funksiya [o, B] da uzluksiz ¢’ i a bo‘lsi
G ¢'(7) hosilaga ega bo‘lsin. U

cos? tdt =

S b | A

E 1 3
4- 1~x2dx=JJl—sinzrcosrdr=
]

2
2
0

.
(4 Leos2e)ar = 31+ Lsim2n)? =%
0

b B
[ rGyax = [ o)) ¢'(rya @)
bo‘ladi. ’

<« Ravshanki, @(¢(r)) murakkab funksi
luksiz bo'lib, iya [o,B] segmentda uz-

laklab integrallash formulasi. Aytaylik, u(x) va v(x)
ming har biri [a, b] segmentda uzluksiz &'(x) va v'(x)
» ega bolsin. U holda

(@ (1)) = D'(9(r)) - ¢'(1)

bo‘ladi. ‘ ' | b LA
Agar @’(x) = f(x) ekanini e’tiborga olsak, unda o !_u(x)dv(x) de i U(x)),, _}l:v(x)d“(x) e

it (@(9(1)) = f(o(t)) - ¢'(t)
bo'lishini topamiz. Bu esa @ (q(r)) funksiya [, ] da £ (o(1)) ¢'(¢)

funksiyaning bos ‘ich iyasi ini bildirad; -
Lot e ]_‘lanfo‘m funksiyasi ekanini bildiradi. Nyuton

silani hisoblash goidasiga ko‘ra
(u(x) - v(x)) = u'(x) - v(x)+u(x) v'(x)
smak, u(x) v(x) funksiya [a, b] oraligda #'(x)-v(x)+
) funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi bo‘ladi. Nyuton—
ormulasidan foydalanib topamiz:
b b
| ('(x) - v(x) + u(x) - v'(x))dx = (u(x) -v(x))| -

B
! S(9(0) - ¢'(1)dt = D(g(B)) - D(¢(0r)) = D(b) - D(a) (3)

bo‘ladi.
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Keyingi tenglikdan

b
- Iv(x)du(x)

a

b
Jutxyavee) = wix) o) |

bo‘lishi kelib chiqadi. »
deyiladi.

3
3- misol. Ushbu j xIn xdx integral hisoblansin.

< Bn integralda w(x) =Inx, dv(x)=x deb du(x)_._
(X)) ="— bohslum topamiz. Unda (5) formulaga ko‘ra:

2
lenxa!x= i
1 : 1

2
LEE oo - 1 3
1[_2.. }ﬁ—Zan—Edex=2ln2—Z
1

bo‘ladi. »
4- misol. Ushbu
J, j sin” xdx, (n=0,1,2,..)
0
integrai hisoblansin.
<« Ravshanki,
T n !
- 3 i
Jy =!dx=5, Jj = al-smxdx (-=cosx)| =1.
0
n 2 2 bo‘lganda berilgan integralni

x
J, = jsm xdx = J'sm“xd(—cosx)

ko‘rinishda yozib, unga bo* laklab mtegrallash formulasini go‘llaymiz.
250

M
1
f"\.
]
L
H
g
(=0 S}
+
’:?

ct-:-‘wla

(5) formula aniq integrallarda bo ‘lakiab integrallash formyigg;

in"? xcos? xdx =

| WO

™2 x(1 - sin? x)dx =(n—1)J‘sin"’2 xdx-(n-l)Jsin" xdx =
0 0

=(n-1)J,, -(n-1)J,

1
J 5 H_ Jn—2

y mula kelib chigadi.

a yordamida berilgan integralnin = 1, 2, 3, ... bo'lganda
lash mumkin.
, n = 2m — juft son bo‘lsin. U holda

- 2m-1 2m-3 531 2m-D n
v, J

=m Im2 64270 amn 2

k, n=2m+1 — toq son bo‘lsin. U holda
2m  2m-2 6 4 2 L (2m)!!

o T 2mil 2m-1 753N T eyl

simvol m dan katta bo‘lmagan va u bilan bir xil juftlikka
natural sonlarning ko‘paytmasini bildiradi.) P

formulasi. Ma’lumki, 0 < x < ’_' bo‘lganda

sin?"™! x < sin?” x < sin®"™ x, (" L3.3,.J)

dar o‘rinli bo‘ladi. Bu tengsizliklarni [o, ;—'] oraliq bo‘yicha

n

sin?" xdx,

g'—-—'h.l]ﬂ

n
?mnz""‘ xdx < jsmz“ xdx <
)
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s to‘rtburchaklar formulasi. Faraz gilaylik, £ (x) funksiya

so‘ngra 4° da keltirilgan formulalardan foydalanib topamigz: " da berilgan va uzluksiz bo‘lsin. Demak, f(x)e R(la,b))-

(2n)! Q-1 T _ (2n-2)!

2n+) mt 2 " Q2n-nit’
Bu tengsizliklardan
@mu Y 1 _=_(@orY 1
- ) 2n+1 "2 | @n-D1] 21
bo‘lishi kelib chigadi.
Keyingi tengsizliklardan topamiz:
n_v 1 [ @ T
3* R [(2::—1)"] .
(6) formula Vallis formulasi deyiladi.

Mashglar

b -
j f(x)dx integralni taqribiy hisoblashdan iborat.

o 5
raligni @ = = b nuqtalar (x, <x <
B’ahqn‘ a“xﬂ'xl'xZ"""xn—hxn e ;
q;xt) yordamida n ta teng bo‘lakka bo‘lib, _har bir
(k=0,1,2,...,n-1) bo‘yicha integralni quyidagicha

e = 7 (2 G =30 = 58 ()

taqribiy hisoblaymiz, bunda

X% _a +(k +_;)I?:TG,

A | b-a
R R % =T

b

1 |
1. , ik, : | ) .
Asar f(x)&R([0; 1]).'bo’lsa ,.,‘.’l.!f("]d" lf(""‘” - =2, (k=0,1,2,..,n-D).

tenglik isbotlansin. q integral xossasidan foydalanib topamiz:

dx:t‘ f(x)dx + _f f(x)dx+..+ | f(x)dx+..

_ % X %
Tlf(x)dxs"%"f[x%yb—;f (x1+%)+£;—“ (x2+%)+..‘

)+...+3;ff(x 1)=

() S (R )t (Bt f(x"_l)].

100
2. Ushbu I VI-cos2xdx integral hisoblansin.
0
1
'

1
3. Ushbu | I?";T = %, (t > 0) tenglik isbotlansin.
] 1

38- ma’ruza
Aniq integralni taqribiy hisoblash

Odatda, aniq integrallar Nyuton—Leybnits formulasi yordamida
hisoblanadi. Bu formula boshlang‘ich funksiyaga asoslanadi. Ammo
boshlang‘ich funksiyani topish masalasi doim osongina hal bO‘laj
vermaydi. Agar integral ostidagi funksiya murakkab bo‘lsa, tegishli
aniq integralni tagribiy hisoblashga to‘g‘ri keladi.
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2

b = -
da [ f(x)dx integralni tagribiy hisoblash uchun quyidagi
g
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n-=1

b
!f(x)dxu Zf(x ,) o

n_l e+l

=g | £/ tx-x, )

k:(] Xg

'qmnat hagidagi teoremaga binoan

formulaga kelamiz.
(1) formula tog ¥i to ‘rtburchaklar formulasi deyiladi,

Endi (1) taqribiy formulaning xatoligini aniglaymiz. Uning xato. Xk 41 .
ligini (&) (x-x  Vdx=["E&) | (x-x ,)dx=
b ; g o k+-2— xl 2
R, = f(X)dr— f(x ) - g ) . =a)} puipe .
! 2 kg @ = LAy AR NI R ENE )
deylik. 12 !
Aytaylik, f(x) funksiya [a, b] segmentda uzluksiz /”(x) hosil Y
ega bo‘lsin. Avvalo R, ni quyidagicha yozib olamiz: b inday qilib, Rn uchun ushbu ]
. ~ 1 {b—a} (b-a)® 1 pmipr
n["kd n—1 *k+1 R,,=— f(gk)_ b Zf (gk)
I f(x)dx—— Zf(x S(x)dx - 2 265 12 28" M3
k=0 5 k=0 5,
"z' T
Slx y)dx= [f(x) - S(x, 1))dx. ol (0 )H(E] Yot S (B
k=0 %, l ZI ] ! Ef (&)= £ (E@_}'.'f(.‘;!)% -+ Gn-1)

Teylor formulasidan foydalanib topamiz:

I e [a,b], k=0,1,2,...,n-1) f"(x) ning |a, b] oraliq-
f(x) "f(xhl) = f’(xhl ) (x"x“l)'*"z—f"(gk) ' (x—x“_:' )2
2 2 2 2

hik m” hamda eng katta M " giymatlari orasida:
] &l wiy® »
< Y SEI<M
k=0

(bunda &, son — x va xm 1 sonlar orasida). Natijada
2

n=1 Tk+l
= f o Ly (x=x ()ydx= "(x) funksiya [a, b] da uzluksiz. Uzluksiz funk-
% é X4 v (x'“%) - x’“_l) i o i x’“l) : afm&ugoﬁq (a, b) da shunday { nuqta topiladiki,
n-1 X 41 N ~ | ik
=é(f’(xk%)xk (x - X, 1)dX+—~J’ L€ (- X ,) )dx 3 (C)—;éf (Ex)
bo‘ladi. da R, uchun quyidagi
Xk4l i
Ravshanki, [' (x-x, )d=0. R, =5 1)
X }
254 miz,
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Demak,

o S n b— f( ) f(xn]
e f ) < B[ Lt

T 3 "
MRS A

b b_an—l
;[f(x)dx - Téf(xk () + £ () + ot (X))

. kelamiz. Demak,
" ﬁ:f[!iﬁl;ﬁ’fﬂ-.-f(xl) +f(x2)+..,+f(x,,_,)]. (3)

bo‘ladi.

Shunday gilib, [a, b] oraliqda ikkinchi tartibli uzluksiz hosilaga
ega bo‘lgan f(x) funksiyaning :
trapesiyalar formulasi deyiladi.
ribiy formulaning xatoligi R;,f(x) funksiya [a, b] da
) hosilaga ega bo‘lishi shartida ,

_Tf(x)dx

integralini (1) to‘g‘ri to‘rtburchaklar formulasi yordamida taqribiy :
hisoblansa, bu taqgribiy hisoblash xatoligi quyidagi 11 3
(b-a)* . B R O (), (Ce (a,0)

Ri=—203 f7(©), (Ce(a,b)) . 12n

formula bilan ifodalanadi. e

R

2°. Trapetsiyalar formulasi. /(x) funksiyaning ‘ j' f(x)ydx="2"° [f “!l_)_%f Cn) 4 f() 4
& | n

4 a

3
+f(xy)+ +f(x,,_l)]-“;’2':§ 7).

son formulasi. Bu holda f(x) funksiyaning

b

[ £(xyax

L {f

integralini taqribiy hisoblash uchun, avvalo, [a, b] segmentni
a= xﬂsxlst v"!xn_l ,x” = b

h
nuqtalar yordamida » ta teng bo‘lakka bo‘linadi. So‘ng har bir I I (x)dx

- ! ¥ - gt ;
s Biielsi R =0l 1) DOTYN MRl Quppicgs i tagribiy hisoblash uchun [a, b] segmentni a = xp,X;,

Xl _ . ta
Tf(X)dx AC LR IC o %Y =0 s X2p42 203 Xam_2 > Xan1 s Xau = b nugtalar yordamida 2n :
: 2 kel = Xk )» it bo'lib, har bir (X, Xy ]s (k =0,1,2,....,n~1) bo'-
k

al quyidagicha
taqribiy hisoblanadi. Natijada ushbu
b x x x J f()dx ~ 2270 [ £(xy,) +4f (Xpun) + (i) =
If(x)dx = f S(x)dx + f f(x)dx+...+ I f(x)dx=

X0 bl | Xp-l

F(%) + 4 (%p) + k)], (K=0,1,..,n=1)
=ﬂx°];f(x‘)(.x,'—xo)+f(x’);f(x2)(xz-x1)+... ) +4S (%) + [ (k)]

a tagribiy hisoblanadi. Natijada
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_Tf(x)dx=Tf(x)dX+jf(x)dx+ -+ ] f(x)dx=~
a *

X)n-2

talarda f(x) = e”‘z funksiyaning giymatlari quyida-

S (x) = 1,00000,

£(x)=0,96079,

f(x,) =0,85214,

f(x;) =0,69768,

f(x) =0,52729,

.. f(xs)=0,36788.

bir bo‘lakning o' rtasini ifodalovehi nugtalar

6 =0,1, x; =0,3, x5 =0,5 x, =07, Xy = 0,9

2 QR 2 2 2 2

uqta ardagi funksiyaning qiymatlari quyidagicha bo‘ladi:

= SO ) + A4S () + SO)) + (S () +4£(x,) +

X))+ oot (f (an) 44 () + S (500))] =

= 20 () + S () +AU () + f() +.

et [ (X )+ 20/ () + f(x3) + ...+ f(%,,5))]
hosil bo‘ladi. Demak,

b
[ F@ax =201 f () + £(a0) + 470D+ f () .
ot S (X)) 20/ () + f(Xg) + o+ f(X,0))]. 4)

(4) formula Simpson formulasi deyiladi.
Bu taqribiy formulaning xatoligi R, f(x) funksiya [a, b] da
uzluksiz /") (x) hosilaga ega bo‘lishi shartida,

n_ (b a} (V)
R, aeesct SN, (Ce(a b))
bo‘ladi. Demak,

' f(x,) =0, 99005,
f(x: ) =0,91393,
f(x: ) = 0,77680,
’ " f(x; ) =0,61263,
! S =22 1(%) + [(30) + 8/ (x) + F(35) +o 4 a0 a)) F(xy) = 0, 44486,

5

UL () + £ (%) + e [ (X3 3))] - LoD L2 ). gt to‘rtburchaklar formulasi bo‘yicha
b _

2880n°

1

A
Misol. Ushbu e dx M 3e"="dx = ‘3(0,99005 +0,91393 +0,77680 +
H

integral to‘g‘ri to rtburchaklar trapesiyalar va Simpson formulalari
yordamida taqribiy hisoblansin.

<« [0, 1] segmentni 5 ta teng bo‘lakka bo‘lamiz. Bunda bo‘linish
nugtalari

% =0, 5=02 x2—04 x =06, x,=0,8, x =10

~ +0,61263 +0,44486) = g .3,74027 = 0,74805

o “ladi.
|Rn|51‘m“3on 0,003 bo‘la
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b) Trapetsiyalar formulasi bo‘yicha

2
o dx=] 1,00000+0,36788

5(— 3 +0,96079 +0,85214 +

S e

+0,69768 + 0,52729) = %(0,68394 +3,03790) =
=%-3,72184 ~ 0,74437

bo‘lib, R)|< = — ~0,006 bo‘ladi.

d) Simpson formulasi bo‘yicha

1
J'e-"2 dx = %[(1, 00000 +0,36788) +4(0, 99005 +
0

+0,91393 + 0,77680 + 0,61263 + 0,44486) + 2(0, 96079 +
+0,85214 +0,69768 +0,52729)] = 3—]6(1.36?88 +4 -3,74027) +

+2-3,03790) = ;0 (1,36788 +6,07580 +14,96108) = 0, 74682

'y s, B : _
bo‘lib, Ry| < 38805 0,7-107° bo‘ladi.
Mashglar

1. Trapesiyalar formulasining xatoligi R, = - (f;'f /(&) bo'lishi
n

isbotlansin.
(b-a)’
2880n°

2. Simpson formulasining xatoligi R, = -
isbotlansin.

1
3. Ushbu J ‘&2 , (n = 10) integral taqribiy hisoblansin.

0 I+x
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7™ () botish

o 9-BOB
) INTEGRALNING BA’ZI TATBIQLARI

o 39- ma’ruza

~ Tekis shaklning yuzi va uni hisoblash

s shaklning yuzi tushunchasi. Ma’lumki, (x, y) juftlik

o R) tekislikda nugtani ifodalaydi.

1n: ;_n ushbu
cx<bh, csy<d, (aeR,beR,ceR,deR). ‘
ganoatlantiruvchi tekislik nugtalaridan hosil bo‘lgan

);ixe la.bl,yele,dl} Ya

ak deyiladi (8-chizma). d
to‘rtburchakning tomon- {//

i) mos ravishda koordina- /
arallel bo‘ladi. /

‘tburchakning yuzi deb .
ning, ya’'ni a b X
Es x-_—b, (C‘SySd), 8- chizma.
e y=d, (asxs<h) dnadeo
kesmalarining D, ga tegishli bo‘lishi yoki tegishli bo‘lmas-
y nazar) ushbu

w(Dy) = (b-a)-(d—-c)

ytiladi. | -
L, tekislik nugtalaridan iborat biror Q to‘plam berilgan bo'lsin.
hunday D, to‘g‘ri to‘rtburchak topilsaki,

Qc by

aralangan to ‘plam deyiladi. . ‘
chenggaralangan tekislik nugtalaridan iborat to‘plam
Tony

eyila ; P . e oy
s shakl chekli sondagi kesishmaydigan to'g’ri to rtburchak
shmasi sifatida ifodalansa, uni fo ‘g 'ri ko ‘pburchak deymiz
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Ya Bunday to‘g‘ri ko‘pburchakn'

to‘rtburchaklar yuzalari yig‘indisjga
aytiladi.
To'g'ri ko‘pburchak yuzi quyidagj
xossalarga ega:
R 1) to‘g*ri ko‘pburchak yuzi manfiy
0 "x bo‘lmaydi: p(D) > 0;
9- chizma. 2) kesishmaydigan ikki D, va D,
to'g’ri ko‘pburchaklardan tashki]
topgan to‘g‘ri ko‘pburchak yuzi D, va D, larning yuzalari vig‘indisiga
teng:

w(Dy v Dy) =pu(Dy)+u(D,),
3) agar D, va D, to‘g‘ri ko‘pburchaklar uchun

D c D,
bo‘lsa, u holda
w(Dy) < p(D,)
bo‘ladi.

Tekislikda biror chegaralangan Q shakl berilgan bo‘lsin. Bu shakl-
ning ichiga A to‘g‘ri ko‘pburchak (A = Q), so‘ngra Q shaklni 0‘z
ichiga olgan B to'g‘ri ko‘pburchak (Q < B) lar chizamiz. Ularning
yuzlari mos ravishda u(A4) va u(B) bo‘lsin.

Ravshanki, bunday to‘g‘ri ko‘pburchaklar ko‘p bo‘lib, ularning
yuzalaridan iborat {u(A) } va {u(B) } to*plamlar hosil bo‘ladi.

Ayni paytda, bu sonli to‘plamlar chegaralangan bo‘ladi. Binobarin,
ularning aniq chegaralari

sup{u(A4)}, inf{u(B)}
mavjud.
1- ta’rif. Agar
sup{u(A)} = inf{p(B)}
bo‘lsa, Q shakl yuzaga ega deyiladi. Ularning umumiy giymati @
shaklning yuzi deyiladi va p(Q) kabi belgilanadi:
H(Q) = sup{u(A)} = inf{u(B).
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yuzi deb, uni tashkil etgan to‘g'ri.

fi. Bu tengsizliklardan

—oma. Tekis shakl Q yuzaga ega bo‘lishi uchun Ve > 0 son

,, shunday A (Ac Q) va B (Q c B) to'g'ri ko'p-

topilib, ular uchun
u(B)-p(A)<e

ne bajarilishi zarur va yetarli. [ b
B '.a JAytaylik, 0 shakl yuzaga ega bo‘lsin. Unda ta’rifga

sup{u(A)} = inf{u(B)} = p(Q)

odomiki,

sup{p(A4)} = n(Q),

inf{u(B)} = w(Q)

a ¥e >0 olinganda ham shunday to‘g‘ri ko‘pburcha_k
| hamda shunday to‘g'ni ko‘pburchak B (Q < B) topiladiki,

u(Q)—u(AH%,

n(B)-R(Q) <5

pu(B)-p(4)<e

ib chigadi. o
gi. Aytaylik, A (Ac Q) va B(Q c B) to'gm ko‘pbur-

un u(B) —u(A) < e tengsizlik bajarilsin,

u(A) < sup{u(4)},
; u(B) 2 influ(B)}.
unosabatlardan
inf{u(B)} - sup{u(A)} < p(B) —u(4) <

hini topamiz. ¢ — ixtiyoriy musbat son bo‘lganligidan,
sup(u(4)) = inflp(B)}

chikadi. Demak, Q shakl yuzaga ega. 4
‘0'xshash quyidagi teorema isbotlanadi.
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2- teorema. Tekis shakl Q yuzaga ega bo‘lishi uchun ve > 0rsal

olinganda ham shunday yuzaga ega Pva S (P c Q. Qcys) te .
shakllar topilib, ular uchun r
H(S)-u(P)<e

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.
2°. Egri chizigli trapesiyaning yuzini hisoblash. Faraz qilaylik,
f(x)e Cla,b] bo'lib, Vxe [a,b] da f(x)=>0 bo'lsin. '
Yuqoridan f(x) funksiya grafigi, yon tomonlardan x = a, x=4

vertikal chiziglar hamda pastdan abssissa 0‘qi bilan chegaralangan 0
shaklni qaraylik (10- chizma). '

x n-1 5l
- =2 CAX,, p(B)= ) M -Ax
u(A4) g}mk k ;‘;ﬂ

- iyani 5 i ‘laklashi-
i £(x) funksiyaning |a, b] segmeptmng Pt?o'
Dag:ln{n(g)quyi hamda yuqori yig‘indilari ekanini payqash

w(A)=s(f;P), w(B)=S([:P). |
. b] bo‘lgani uchun f (x) funksiya |a, b] da integralla-
S“ladi. Unda integrallanuvchanlik mezoniga kofra, Ve > 0
_ ham |a, b] segmentning shunday P bo‘laklashi topiladiki,

S(f:P)-s(f:P) <t

A B nobarin, ushbu
A W M(B)—P(A)‘(E i i -
k bajariladi. Bu esa 1- teoremaga muvoliq, qaralayotgarn ¢
0 // setsiyaning yuzaga ega bo‘lishini bildiradi. Unda ta’rifga
72 7
a x; X X, Xy b X suptul) = inf{u( 8))
10- chizma. i. Ayni paytda,
5 ]
Odatda, bu shakl egri chizigli trapesiya deyiladi. |a, b] segmentni ) sup{p(A)} = j [(x)dx,
ixtiyoriy ' :

b

inf{u(B)} = [ /(x)dx

P ={x, X1, %500y X }, (@=Xy <X} <Xy <. < X, = D)
bo’laklashni olamiz. Bu bo‘laklashning har bir [x, , x,,, ] oralig‘ida

inff (%)} = my, sup{f(x)}=M,, (k=0,12,...,n-1)

g i i chizigli trapetsiyaning yuzi
mavjud bo‘ladi. gi sababli Q egri chizigli trapetsiyaning

. . s . € 8

End‘l ?3'031 AXp =X,y — X5 bfﬂandllgl m, bo‘lgan (k=0,1,2,3:,-‘--: n(Q) = If(x)dx M
n—1) to‘g‘ri to‘rtburchaklarning birlashmasidan tashkil topgan to‘g'ri a
ko‘pburchakni 4 deylik. “ladi

Shuningdek, asosi Ax, = x,,, ~x,, balandligi M, bo‘lgan ol. Tekislikda ushbu
(k=0,1,2,3,..., n—1) to‘g'ri to‘rtburchaklarning birlashmasidan tashkil P . P
topgan to‘g‘ri ko‘pburchakni B deylik. Ravshanki, i pr 3 T - 1

AcQ, OQcB o garalanga haklning yuzi topilsin.
bo‘lib, ularning yuzalari fiche Bl e 265
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ing yuzi

B b b b
W0) = [ fit0dx - [ £i(x)dx = [[H(x) - fix)kx

B

@

_/G h} ; ‘. Tekislikda ushbu
y=4-x y=x*-2x
() _ lalar) bilan chegar.alangan 0 shaklIning yuzi topilsin.
abolalarning tenglamalari
11- chizma. 12- chizma. i x2
<« Ellips bilan chegaralangan Q shaklning yuzi OXva Oy koordi- y=x'-2x

nata o‘qlari hamda

2 —
Jx)=b-1-%, 0sx<a = x? - 2x,

a

chiziglar bilan chegaralangan egri chizigli trapesi
teng bo‘ladi (11- chizma ). qli trapesiya yuzining 4 tasiga

U holda (1) formuladan foydalanib topamiz:

-1

ll

_ ba -
n(Q) 4J'b 1— dx=—a~_! x’-%x’)‘il =9. » Y

X = asin 1, n . P
. . y=4-
= Osrsf=ﬁ. 2} ma. Agar f(x)e Cla,b]
2 a = 4ab 3 =9 P , b] da ishora saglamasa,
dx = acos td, . egri chizigli trapetsiyalar
yi’g‘mdlsldan iborat bo*-
i OX o‘gining onsulagl
Avtaylik, fi(x)e Cla,b], f,(x)e Cla,b] bo'lib, Wx e [a,b] da at ishora bﬂail,lqoxo qi-
¢ manfiy ishora
0 £(x)5 f(x) i
bo‘Isin. Tekislikdagi Q shakl quyidagi » .OX o‘qi hamda _—} ¢
Y=, y=fx), x=a, x=b -8 05_"52“;““1‘5,1“ Py
chiziglar bilan chegaralangan shakini ifodalasin (12- chizma). | 13- chizma.
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=-1, x,=2; y =3 »=0: AC-L3), B(2;0).
hakl, ing yuzini (2) formuladan foydalanib hisoblaymiz:

. ] [(4 w32y - 2x)] dx = j (4 #2x=2at )dx =
-1

] yechib, ularning kesishish nugtalarini topamiz (13-chizma):
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n 2n
u(Q) = jsin X +(—I sin xdx) = (- cos x)
0

har bir [6,,6,,,] segment uchun radius-vektorlari mos
=4 m, hamda M, bo‘lgan doiraviy sektorlarni hosil gilamiz.
joiraviy sektorlar yuzaga ega bo‘lib, ularning yuzi mos ravishda

- (-cos x)

2n

0

b9

bo‘ladi.

3°. Egri chizigli sektorning yuzini hisoblash. Aytaylik. 47
iZi : . ayl :
chizig qutb koordinatalar sistemasida ushbu ytaylik, 4B egy

p=p(6), a<6<P, (xe R, Be R)
tenglama bilan berilgan bo‘lsin. Bunda

p(6) e Clo,B], VOe [a,B] da p(8)= 0.

Tekislikda AB egri chiziq hamda OA va OB radi
i radius-
bilan chegaralangan Q shakini garaymiz (14- chizma). us-vektorlar

1 !
—z-miAeg, 'Z“Mf Aek: (Aek =Bk+!_9k)

vektorlari m, (k = 0,1,2,...,n—1) bo‘lgan barcha doiraviy
birlashmasidan hosil bo‘lgan shaklni Q, desak, unda @, c O
®
1
wQ) =, imi - A0y &)
k=0
ek, radius-vektorlari M, (k =0,1,2,...,n~1) bo‘lgan

iraviy sektorlar birlashmasidan hosil bo‘lgan shaklni Q,
a O c O, bo'lib, uning yuzi

n-1
W@ =5 >, Mi - 86, @
k=0

(4) yigtindilar ) p?(8) funksiyaning Darbu yig‘indilari
2

14- chizma.

i paytda, épz(ﬂ) funksiya [o, P] da uzluksiz bo‘lgani
grallanuvchidir. Demak, ve > 0 olinganda ham lo, B
shunday P bo‘laklashi topiladiki,

[, B] segmentning ixtiyoriy

: -P'={90,-91,...,9,,}, ((1290 <91 <...<9,, =B)
bo?dlakladsh. ini olamlz(. O nugtadan har bir qutb burchagi 6, ga mos
, radius-vektor o‘tkazamiz. Natijada OAB — egri chizigli sektor
. ) OAkA*-I-l’ (k=0!152:-"1n'-1; 1% =A, A" =B)
egri chiziqli sektorchalarga ajraladi.
Rayshanki, p =p(6)e C[o,B] bo‘lganligi uchun [6,,6,.,] 92
(k=0,l,2v"$n_1) *

m, =infip(0)}, M, = sup{p(e)}

S50} (0);P) - s(;p* (B); P) <&
ushbu
W) -u@Q)<e

i bajariladi. Bu esa, 2-teoremaga muvofiq, garalayotgan egri
ktorning yuzaga ega bo‘lishini bildiradi. Unda ta’rifga ko'ra

sup {u(Q,)} = inf {1(0,)}

lar mavjud.

268 269




B
sup{u(Q))} = [ p* (0)d,

p
inf {uu(Q,)} = [ (8)do

bo‘lgani sababli egri chizigli sektorning yuzi

]
1
KQ) =3 {pz (0)d®

ga teng bo‘ladi.
3- misol. Ushbu

p=p(0)=a(l-cosB), (ae R, 0<0<2n)

funksiya grafigi bilan chegaralangan shaklning yuzi topilsin.

< Bu funksiya grafigi kardioidani ifoda-
laydi. Ma’lumki, kardioida radiusi r ga teng
bo‘lgan aylananing shu radiusli ikkinchi qo‘z-
g‘almas aylana bo‘ylab harakati (sirpanmasdan
dumalashi) natijasida birinchi aylana ixtiyoriy
nuqtasining chizgan chizig‘idir (15- chizma).

Kardioida qutb o‘giga nisbatan simmetrik
bo‘lganligi sababli yuqori yarim tekislikdagi
shaklning yuzini topib, so‘ngra uni 2 ga ko‘-
paytirsak, izlanayotgan yuza kelib chigadi.

8 o‘zgaruvchi [0, ] da o‘zgarganda p radius-vektor kardioidaning
yugori yarim tekislikdagi gismini chizadi. Shuning uchun

15- chizma.

n@)=2- %J‘pz(e)de =Ia2 (1-cos8)’de =

m
azj'[- -2cos0+~ cosZB]d
0

ey e 11, o
=3 (59 Zsmf-!+2 2smle)

at

LS TR
a

0
bo‘ladi. »
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Mashglar

1. Aytaylik, tekislikda AB egri chizig x=q(t), y=wy(r)
(o < 1 < B) tenglamalar bilan parametrik holda berilgan bo‘lsin, bunda
x = ¢(t) funksiya [o,p] da uzluksiz ¢'(r) hosilaga ega, ¢’(x)20
va g(a)=a, ¢(B)=b, y=y(t) funksiya [a, b] da uzluksiz va
w(1)20. U holda yugoridan AB egri chizig, yon tomonlaridagi

~ x=a, x=>b vertikal chiziglar, pastdan [a, b] kesma bilan chegara-

Jangan shaklning yuzi

B
8= [w()e (r)di

bo‘lishi isbotlansin.
2 2
2. Ushbu (X)‘ + (;)" =1 chizig bilan chegaralangan shakining

a
yuzi topilsin.

40~ ma’ruza
Yoy uzunligi va uni hisoblash

1°. Yoy uzunligi tushunchasi. Ma’lumki, tekislikdagi ikki 4(x;, ;)
va B(x,,y,) nugtalarni birlashtiruvchi to'g‘ri chiziq kesmasi f, uzun-
likka ega va uning uzunligi

() = 0o = %) + (3, - )?
ga teng bo‘ladi.

Aytaylik, tekislikdagi / chiziq Ay (xy,¥), A1 (X, 1)s s An (X, ¥,)
nugtalarni (ne N) birin-ketin to‘g‘ri chiziq kesmalari bilan birlashti_—
rishdan hosil bo‘lgan bo‘lsin. Odatda, bunday chiziq sinig chiziq deyiladl:

Siniq chiziq uzunligi (perimetri) deb, uni tasl}kil etgan to‘g‘ri
chiziq kesmalari uzunliklarining yig‘indisiga aytiladi:

n=1

n{l) = ZJ(;H - P + Wk = W) .
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Faraz qilaylik, tekislikdagi AB egri chizig (uni 4B
iaveniz) s agi AB egri chiziq (uni 4B yoy deb hag
y=f(x), (a<x<b)
tenglama bilan berilgan bo‘lsin, bunda f(x) e Cla,b]
[, ] segmentning ixtiyoriy ol

P={xg,X1,00n X}, (@=Xxp <X <...<X,=b

b? ?aklashini olib: b‘ol‘luv?hi X (k =0,1,2,...,n) nuqtalar orqali Oy

o‘qiga pargllel to'g’ri chiziglar o‘tkazamiz. Bu to‘g‘ri chiziglarni

AB yoy bilan kesishgan nuqtalari A
A (X, (), (k=0,1,2,....,m; 4 =

bo‘ladi. ‘ b2, 4y = A, 4, = B)

AB yoydagi bu 4, (x,, f(x,)) nu S e

. : ’ ‘nugtalarni bir-biri bil et
chiziq kesmalari \Xi» J 1%, ) DUGIAAT mERRTbaan to‘g‘ri
(16 chisgn), yordamida birlashtirib, /siniq chizigni hosil gilamiz

Yn

Xk Xiewy b X

16- chizma.

o7 NN SN %

P

g uglil;]tjdki;l ! sinjgo f:h.IZlq A“fi“ yoyga chizilgan siniq chiziq deyiladi.
jomi egaP lib, uzunligini (perimetrini) p(/) deylik.
A < B, bo‘lsa, u holda bu bo‘laklashlarga mos 4B yoyga chizilgan
siniq chiziq /;, /, larning perimetrlari uchun s

1)<
Bo'tadi.  wh) <udh)
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d[a, b segmentning P, bo‘laklashi quyidagi

P, = {Xg, Xy 50005 %  Kud srsoaXnl

(@=Xp <X <o <X < Xpyy <o <Xy =b)
da bo'lib, P, bo‘laklash esa P, bo‘laklashning barcha bo‘luvchi
i hamda qo‘shimcha bitta x* € (@, b] nugtani go‘shish nati-
hosil bo‘lgan bo‘laklash bo‘lsin. Bu x* nuqta x, hamda x,,
ar orasida joylashsin: x; < X" < X, Demak,

})2 5 {xﬂ’xl"“!xk ’x.!xk-ﬁ""!xﬂ-}'!
(@=X) <X << X <x' <Xy << Xy =)
Ravshanki, P, ¢ P, bo‘ladi.

yoyga chizilgan P, bo‘laklashga mos siniq chizig I,, shu yoyga
P, bo‘laklashga mos siniq chiziq 4, dan fagatgina bitta

agi bilangina farq giladi: /; da 4,4, bo'lak bo‘lgan holda /, da
a A, A’ hamda A" A, bo‘laklar boladi.

t 0 A, A, to'g'ri chizig kesmasining uzunligi p( A, A, ),
“hamda A’ A, kesmalar uzunliklari p( A A4"), (A 4)
idisidan har doim katta bo‘lmaganligi, ya'ni

(A Ay ) S WAAT) + (A A)

u(hy) s plh)

. P bo'laklashning bo‘luvchi nugqtalari sonini orttira borilsa,
chizilgan ularga mos siniq chiziglar perimetrlari ham ortib

Agar ), —» 0 da AB yoyga chizilgan siniq chiziq peri-

n-1
= § G — % + [ ) - ST
k=0

ega bo'lsa, AB yoy uzunlikka ega deyiladi.
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Ushbu Jim () = u(AB)

limit AB yoyning uzunligi deyiladi. Masalan, agar
S(x)=kx+C, (asx<b)
bo‘lsa, unda AB ning uzunligi

- n=1
H(AB) = fim, B (s = %0)? + 6 (3 ~%)7 =

n=l
= im Y VI+k? (x5, -x) =1+ K2 (b-a)
lp—!ﬁkﬂ

bo‘ladi. .

Aytaylik, AB egri chiziq ushbu
x=0(),
y=wyl1),

tenglamalar sistemasi bilan berilgan bo‘lsin.

(xst<p)

(Bu holda egri chiziq parametrik ko‘rinishda berilgan deyiladi).

Bunda:
D o() e Clo,Bl, y(1)e Cla,pl;
2) V4,1 € [a,Bl, # #1, uchun ()]

A4 (x,0) = A (9(n), w(n)),

AZ (xZ ] yZ) = AZ (‘P(fz )’ ll’(fz ))
nugqtalar turlicha ;

3) t=0 ga A nuqta, t =B ga B nugta mos kelsin.
[o, B] segmentning ixtiyoriy
P={ty,t,....1,}, (a=1; < h <R, =8)

bo‘laklashini olib, bu bo‘laklashning bo‘luvchi t (k=0,1,2,...,n)
nugtalariga mos kelgan 4B yoydagi Ay = A (xp, ) (x = @1 )s
Ye =v(%); k=0,..,n) nuqgtalarni bir-biri bilan to‘g‘ri chiziq kes-
malari yordamida birlashtirib, AB yoyga chizilgan siniq chiziq / i
hosil gilamiz (17- chizma).
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Ya
Ap(r), (1))
L0 e n
|
|
]
I
------------ :
) - . dim
L e Jorlm el e .
! 1 b i
0 o(a) o(t) o(B) X
17- chizma.
chiziq perimetri

Agar A, — 0 da AB yoyga chizilgan siniq chizig peri-
chekli limitga ega bo‘lsa, AB yoy uzunlikka ega deyiladi.

lim p(/) = p(A4B)
JLP——e!]

yoyning uzunligi deyiladi. -
keltirilgan ta’riflardan yoy uzunligining (agar u mavjud
bo‘lishi kelib chiqadi. olilas
uzunligining ikkita xossasini isbotsiE keltiramiz:

AB yoy uzunlikka ega bo‘lib, u AB yoydagi nuqtalar
ta A.A4,., yoylarga (k = 0,1,2,...,m A = A, B=4,,)
a, u holda har bir 4, 4,,; yoy uzunlikka ega va

n S
W(AB) = Y w(AA4,)
k=0

" AB yoy n ta A A, yoylarga ajralgan bo‘lib, har bir
Y uzunlikka ega bo‘lsa, u holda AB yoy ham uzunlikka
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2.y = f(x) tenglamabilanberﬂganegl'ichiziqumn]iginjhjsobm |

Faraz qilaylik, 4B egri chiziq ushbu
y=f(x), a<x<bh

‘tenglama bilan berilgan bo‘Isin. Bunda f(x) funksiya [a, 5] segmentda
uzluksiz va uzluksiz f”(x) hosilaga ega.

[a, b] segmentning ixtiyoriy

P={xy, 2, 0% ) [ (@=%y < X, < ... < X, =h)

bo‘laklashini olib, unga mos AB yoyga chizilgan / siniq chizignj
hosil gilamiz. Bu siniq chizigning perimetri

b
a u(h) = lirgo”i‘l,\/lﬁ’z(ék) -, = [1+ /2 (0
D = g

lib chigadi. .
. AB yoyning uzunligi

]
w(AB) = J'Jl+ £ (x)dx @

Bu formula yordamida yoy uzunligi hisoblanadi.
jisol. Ushbu

n-1 _x
Ll(f)-_-ZJ(xH —-xk)2+[f(xk+,)—f(xk)]2 L f(x)=;(f'i +e ), (a>0, —asx<a)

k=0 T

il i i chizigni igi topilsin.
: ilan berilgan egri chlzzqnmg.ulzunhgl__topl_ in.
w:gii:;a b?llgn aniglanadigan chiziq zanjir chizig'i deyiladi.

SNd 4

bo‘ladi.

Har bir [x;, x;,, | segmentda f(x) funksiyaga Lagranj teoremasini
go‘llab topamiz:

fi(x)= -Iz(e“; -e ),

1+ /2(x) = g(e +e *)',

. T /72 = 5 (e +e )

i (2) formuladan foydalanib, zanjir chizig‘ining uzunligini topamiz:
. e 2z a, 2 X
I%(eﬂ +e 9)dx =3(e? -e )

-a

n-1
B = Y V(X = X P + 1 (5) - (Ky - %) =
k=0

n-1 -1
=21+ ) G = %) = 3 T+ £ (z)A%,,
k=0

k=0

bunda tk € [xk ,xk_‘_] ].

Bu tenglikdagi yig‘indining \1+ /" (x) funksiyaning integral
yig'indisidan farqi shundaki, integral yig‘indida & € [x;, X, ] nuqta
ixtiyoriy bo‘lgan holda yuqoridagi yig‘indida esa 1, nuqta Lagranj

teoremasiga muvofiq olingan tayin nugta bo‘ladi. Ammo /1 + f2(x)

funksiya integrallanuvchi bo‘lganligi sababli & =1, deb olinishi
mumkin. Natijada

a

]

1
=ale - E)' | 4

)

Parametrik ko‘rinishda berilgan egri chiziq uzunligini hisoblash.
az gilaylik, AB egri chiziq ushbu

x = (1), (@<t <p)

ar sistemasi bilan berilgan bo‘lib, (1) shartlarnmg bajarilis
o(r), w(r) funksiyalari [, B] da uzluksiz ¢'(s) hamda
alarga ega bo‘lsin.

=

n-1
w) = Y 1+ 7 ,) - Ax,
k=0
bo‘lib, undan
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di. Ixtiyoriy a, b, c, d hagigiy sonlar uchun ushbu
| l\/az+b2-\)c2+dlls|a-c\+|b—d|

st o‘l‘inii bO‘ladi
agiqatan ham,

[a, B] segmentning ixtiyoriy
P:{fo,fl,...,fn}, (a =f0 < fl i <[" =B)
bo‘laklashini olib, ularga mos AB yoyning 4, = 4, ( X Vi)

O =0(1), Wy = ¢(#,)) nugtalarini bir-biri bilan to‘g'ri chiziq kes.
masi yordamida birlashtirishdan hosil bo‘lgan / siniq chiziq perimetri

| _ @) -ab)|
Nz +F e +d1-.JaT+MCT+d,|

gl 4 -d| P
g b 7 L

n-1 :
u(l) = ?;0 VI9Wet) = 90 )P +[wlten) - wit )1
ni garaymiz.
Lagranj teoremasidan foydalanib topamiz:
n-1
ni)= é ‘/‘PQ (te) - (te = 1) + 92 (8;)- (e = 1) =

=Z'J‘p'2("kJ"”‘i’d(9k)‘Nk’ (At =t ~14),
k=0

= .\,; ;
‘E[\W (T0) + V2 (8) 97 (E) + v (&)1AY

<

bunda 1, €[#.5,], 6,¢ [t 1 )

n=1
s "‘El‘l"(ﬁ ) = @'(E: )| Al + Zhl"(eg ) -V (G AL S

- - . . ks ﬂ
Keyingi tenglikni quyidagicha yozib olamiz; - ;

B8 @) -8 Do) A
k=0

k=0

¢'(t) e Rla,Bl, w'(r)e Rlo.pl

sababli
E[J@” () + 2 (8,) o2 G + WP (€)1 =0 ()
=

n=1
m =3 Jo? €) + v (&) - At +
k=0
n-1

+§ [\/‘P’z (te) +y2(8,) —\/‘P'Z &) +y2 (&) AL, *)

bunda &, € [f,, 1, ].

Modomiki,
72 Ty 4
7] [5) %‘t'sak, u holda AB yoyning uzunligi uchun
- VO (1) +y? (1) € R[] :
o‘lib,

B
W(AB) = [ () + v () )

ehlqadl Bu formula yordamida yoy uzunligi hisoblanadi.

&~ B
lljgloéwffv’(ék)+w"(§k)-mk - [P0+ wa  ©
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2- misol. Ushbu
x =a(t-sint),
y=a(l-cost), (0<t<nm)
tenglamalar sistemasi bilan berilgan AB egri chizigning (sikloidaning)
uzunligi topilsin.
« Ravshanki,
x'(r) =a(l-cost), y'(1)=asint,
x? () +y?(t) = a*(1 - cost)* + a* sin? t = a® 2(1 - cos 1),

Jx2(1)+y?2(t) = a2(1 - cos1)

bo‘ladi. (5) formulaga ko‘ra izlanayotgan egri chizigning uzunligi
2n 2n

— n
W(4B) = [ a2{l=cost)dt = 2a | sin %dt =-4a-(cos}) =8a
0 0 -
bo‘ladi. »
4°. Qutb koordinatalar sistemasida berilgan egri chiziqning uzun-
ligini hisoblash. Faraz qilaylik, 4B egri chiziq qutb koordinatalar
sistemasida quyidagi
r=p(0), (x<0<p)
tenglama bilan berilgan bo‘lsin. Bunda p(6) € C[a,p] bo‘lib, u uzluk-
siz p’(06) hosilaga ega bo‘lsin.
Qutb koordinatalari (p, 8) dan Dekart koordinatalari (x, y) ga
o‘tish formulasiga binoan
x =p(08)-cos8,
y=p(0)-sind, (a<6<P)
bo‘ladi. Natijada 4B parametrik ko‘rinishda

9(8) =p(8) - cos b,
y(0) =p(0) sin6, (a<OB<P)

berilgan egri chiziq sifatida ifodalanadi, bunda ¢(8), y(6) funksiya-
lar 3° da keltirilgan shartlarni bajaradigan funksiyalar bo‘ladi.

(5) formuladan foydalanib AB egri chizigning uzunligini to-
pamiz:
280

+

. . ]
| js@(e) “cos0)? + (p(8) - sin 8)°d6 = [ p? (B) +p’ (B)de.

.
v 4
23

.. s . . . . -
3, wla yordamida egri chizigning uzunligi hisoblanadi.
k ‘misol. Ushbu p=a: sin’ %
bilan berilgan egri chiziqning uzunlig_i topilsin.
o‘zgaruvchi 0 dan 3m gacha o‘zgarganidan (p, 6) nuqta 18-

tasvirlangan / egri chizigni chizib chiq'qd_i. _ '
adan foydalanib chizigning uzunligini topamiz:

3in

. 38,2 R o

u(l) = JJZ:::sm3 3) + (asin’ 3) de =
0

L ”
3na
i oy ) 2-6§:I-ZE= >
!J_;z-sm 3 €08 3+4a sin 3d0 ansm 3d9 =

. Yoy differensiali. Aytaylik, tekislikdagi AB egri chiziq ushbu
{x = (1),
y =vy(1),
malar sistemasi bilan berilgan bo‘lib, bunda @(f) hamda ()
[, B] da uzluksiz ¢'(r) hamda y'(#) hosilalarga ega
chizma). ajw o i
ki, ¢ o‘zgaruvchining /= o. giymatiga AB egrl chizigda
keladi. o -
ixtiyoriy f e [a,B] ni olib, unga mos AB egri chizigdagi
C bilan belgilaylik: C(o(t), w(1)), o<t <B.

(e <t <P)

Y

19- chizma.
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Ravshanki, AC yoyning uzunligi C nuqtaning AB egri ChiZiqdagi
holatiga qf'rab o‘zgaradi va ayni paytda f ning har bir tayin qixmatida
yagona AC yoyning uzunligiga ega bo‘lamiz. Binobarin, AC yoy-
ning uzunligi p(AC) f o‘zgaruvchining funksiyasi bo‘ladi:

u,(AC), (a<t<P).
(5) formuladan foydalanib topamiz:

1 (AC) = [ o (1) + w2 (1)dt.

Modomiki, \/o (¢) + y? (1) € Clo, B] ekan, unda 1, (AT) funk-
siya hosilaga ega bo‘lib,

(1, (AC)Y = Jo (1) + v (1)
bo‘ladi.

Keyingi tenglikning kvadratini dt, ga ko‘paytirib, ushbu
(1, (AC))? - dr® = g7 (1)dr +y? (1)dP?,

d(p, (AC)? = dx® + dy?

munosabatga kelamiz. Bu munosabat yoy differensialining kvadratini
ifodalaydi. Demak, yoy differensiali dy, (AZ‘) yuqoridagi x = ¢(1),
¥ =wy(t) funksiyalarning differensiallari dx hamda dy lar orqali ifoda-

lanadi. Binobarin, (5) formula uzluksiz hosilaga ega bo‘lgan x(7), (1)

funksiyalar yordamida egri chiziq yoyini turli usullarda parametrlash-
tirishda o‘z ko‘rinishini saqlaydi.

ya'ni

Mashgqlar
1. Ushbu
f . .
_[rcosz _[sinz T
x—_I[—z—dz, y—_! z dz, (15:55)

tenglamalar bilan berilgan egri chizigning uzunligi topilsin.

2. Ushbu x* +y* =2, y= \[[;| chiziglar bilan chegaralangan
egri chizigli uchburchakning perimetri topilsin.
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41- ma’ruza
Aylanma sirtning yuzi va uni hisoblash

: anma i i i. Ma’lumki, to‘g'ni
M’ sMwmmgynnmshmpl}aﬂ. ' lumk

: l?g:masini biror o‘q atrofida aylantirishdan sﬂmdlr:lk, l;?lr:::rsl
-konus) sirtlar hosil bo‘ladi. Bu sirtlar yuzaga ega va ular m

ulala yordamida topiladi. N
Aytaylik, f(x)e Cla,b] bo'lib, Vx e [a,b] da f(x)20 bo Isin.

iy funksiya grafigi AB yoyni tasvirlasin (20- chizma).

A B
3
!
A Ak
Hy
f\ 1 \
il L
(1 | |
I 1 | [ -
111 - T A
ol a1 'b: X
1] 11
V11 | I
\ ah
‘bﬁ:h\\__/\t'

20- chizma.

AB yoyni OXo'q atrofida aylantirishdan hosﬂ boflgan sirt aylanma
sirt deyiladi. Uni I1 deylik. [a, b] segmentni ixtiyoriy
¥ P ={Xg,Xpss Xn s (a=xp <X <. <X, =b)

bo‘laklashni olaylik. Bu bo‘laklashning har bir
b s U BB ot 48 ! Gt
§O’ll-wchi nugtalari orgali 0Y 0‘qqa paralle] to‘g‘ri chiziglar 0 tkazib,

ularning AB yoy bilan kesishish nugtalarini 4, = A (s f (xg.)) Pﬂaﬂ
M‘ lik (4 = A, A, = B; k =0,1,2,...,n). Bu nuqtala?n?l 0 z:ar.o
to'g'ri chizig kesmalari bilan birlashtirib, AB yoyga L siniq chiziq
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AB yoyini OX 0'q atrofida aylantirish bilan birga L siniq chizign;
ham shu 0°q atrofida aylantiramiz. Natijada kesik konus sirtlarining
birlashmasidan tashkil topgan K sirt hosil bo‘ladi. Bu K sirt yuzaga
ega va uning yuzi

n=l
wK) = anw : JG;H] - Xy )? +1f (xppy) = f (X))
k=0

ga teng. (Bunda kesik konus yon sirtining yuzini topish formulasidan
foydalanildi).

Ravshanki, Ksirt, binobarin, uning yuzi p(X) [a, b] segmentning
bo‘laklashlariga bog‘liq bo‘ladi.

I-ta’rif. Agar ¥e >0 son olinganda ham shunday & >0 son
topilsaki, {a, 5] segmentning diametri 4, <& bo‘Igan ixtiyoriy £ bo’-
laklashi uchun

n(K)-S|<e, (SeR)
tengsizlik bajarilsa, S son p(K) ning A, — 0 dagi limiti deyiladi:
AI:TGMK) e

2-ta’rif. Agar A, - 0 da p(K) yig‘indi chekli S limitga ega
bo‘lsa, Il aylanma sirt yuzaga ega deyiladi.
Bunda S son I1 aylanma sirtning yuzi deyiladi:
S = p(I).
Demak,

2=}
W) = Jim 2y LRIk o Y 4 [ () - (50 F.
» k=0

2°. Aylanma sirt yuzini hisoblash. Faraz gilaylik, f(x)e Cla,b]
bo‘lib, u [a, b) segmentda uzluksiz f’(x) hosilaga ega bo‘lsin.
Bu funksiya grafigi AB yoyni OX o‘q atrofida aylantirishdan

hosil bo‘lgan I1 aylanma sirtning yuzini topamiz.
< [a, b] segmentning ixtiyoriy Pbo‘laklashini olib, yuqoridagidek

W(K) = 225 LOH ) | G ()~ 7 )T
k=0
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yig'indini tuzamiz. Lagranj teoremasiga ko‘ra
SO~ S8 = LB = %) = (G - A%
bo‘ladi, bunda &, € [x,,x,, ]. Natijada

n-1
u(K) =2m y, L ’*;’ ) fi s £, ),
k=0

‘po‘ladi. Keyingi tenglikni quyidagicha yozib olamiz:

n-1 n-1
n(K) =2mY fEINI+ 7 (E)Ax, + n{): [(f(x) -
k=0 k=0

— &)+ )~ FENNI 2 E)A% . ()
f'(x) e Cla,b] bo‘lganligi sababli

£+ £ (x) € Rla,b)

bo'ladi. Demak, %, — 0 da

n-1 b
2 Y fEO+ S (EDAx, = 28 fGN+ [ 0dx. @)
k=0

| a

,' - Ravshanki,

J1+ £2(x) e Cla,bl.

" Demak, bu funksiya [a, b] da o‘zining maksimum qiymatiga ega

bo‘ladi. Uni M deylik:
M=“S‘a’§ 1+ F2(x).
! asxs<
|'ul () funksiya [a, b] segmentda tekis uzluksiz. Unda Ve >0 olin-

. ganda ham, - gako'rashunday § > 0 son topiladiki, A, <38

2M (b~a)

(5 - F& < gapmay M Orn) =SR] < oD

‘bo‘ladi. Shularni ¢’tiborga olib topamiz:
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<

n-1
LZ_O[U(-’C; )= F&D) + () = FED I+ () -Axt}

n-1
< Zo[lf(xk )= FED| + [ Kear) - FE[VL+ £ (&) - A%, <

n-1

£ £
< M[ZM(b—a) + 2M(b-a)]'k2=:odxk <E

Bundan A, — 0 da

n-1
%[(f(&)-f(h))+(f(xk+1)“f(§t))]'\/l+f'2(§k)A"k -0 (3)

bo‘lishi kelib chigadi.
A, - 0 da (1) tenglikda limitga o‘tib (bunda (2) va (3) munosa-
batlarni e’tiborga olib), aylanma sirtning yuzi uchun

b
u(I) = 2x [ f(x)y1+ 2 (x)dx @)

bo‘lishini topamiz. P
1- misol. Ushbu
-x

x
f(x)=;(e‘ +e9), a>0, 0sx<a
z_anji; chizig‘ini OX o‘q atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan aylanma
sirtning yuzi topilsin.
x -X
« Ravshanki,  f'(x)= %(eE —ed).

(4) formuladan foydalanib, izlanayotgan aylanma sirtning yuzini
topamiz:

x x

e, o 10 ek
j.t(H):i!ﬂ:_!%(e ve )1+ (e? —e @) dx=

2x 2x

Afe 2° ‘= g 2 2
=T (e“+e“):dx=-zﬁj(e“ +2+e d’)dx=
0

O
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. il2

=

| A 2 0

' !ﬁy{aylik, AB egri chiziq yuqgori yarim tekislikda joylashgan bo‘lib,

UsIiu

T o 2
m[feﬂ' +2x_ge a =E£TF(82 —e_z +4). ’

x = @(1),
{y =vy(1), (or=e=p)

arametrik tenglamalar sistemasi bilan berilgan bo‘lsin. Bunda

y(r) funksiyalar [o, B] da uzluksiz va uzluksiz ¢'(1), y’(t) hosi-

a ega. Bu egri chizigni OX o‘q atrofida aylantirishdan hosil
aylanma sirtning yuzi

B
w(TD) = 2n [ W@ (1) + 7 (Dt 5)
*® ﬁlisol. Ushbu
X +(y-2)7 =1
ani OX o‘qi atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan aylanma sirtning
g) yuzi topilsin.

by lananing tenglamasini quyidagicha
x = (1) = cost,
y = y(t) =2 +sint,

parametrik ko‘rinishda yozamiz.
, Izlanayotgan aylanma sirtning yuzi (5) formulaga ko‘ra

(0<1<2m)

n
 p() =2 (2+sin t)y(cos1)? + (2 +sin £)? dr =
0

2x
=21:J (2 +sinf)dt =8
0
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Mashqlar

1. Aytaylik, AB egrichiziq x = ¢(r), y =w(t), (<t <P) teng-
lamalar bilan berilgan bo‘lib, ¢(¢) va y(f) funksiyalar [o, B] da
uzluksiz ¢’(r) va y’(¢) hosilalarga ega bo‘lsin. Bu egri chizigni OX
0‘q atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan aylanma sirtning yuzi

P= 2njq; ()Jo? (1) + v (1)dr, (w(r)20)

bo‘lishi isbotlansm.
2. Ushbu

2ay = x* - a? , (0<x<2240)

parabolani QY o‘q atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan aylanma sirt-
ning yuzi topilsin.

42- ma’ruza
Aniq integralning mexanika va fizikaga tatbiglari

1°. Inersiya momenti. Mexanikada moddiy nuqta harakati muhim
tushunchalardan biri hisoblanadi.

Odatda, o‘Ichami yetarli darajada kichik va massaga ega bo‘Igan
jism moddiy nugta deb qaraladi.

Apytaylik, tekislikda m massaga ega bo‘lgan A moddiy nugta
berilgan bo‘lib, bu nugtadan biror / o‘qqacha (yoki O nuqtagacha)
bo‘lgan masofa r ga teng bo‘lsin.

Ushbu

J =mr?

migdor 4 moddiy nugtaning / o‘qqa (O nuqtaga) nisbatan inersiya
momenti deyiladi.

Masalan, A = A(x,y) moddiy nugtaning koordinata o‘qlariga
hamda koordinata boshiga nisbatan inersiya momentlari mos ravishda
Jo=mp?, J, =mx*, Jy =mxX + )
bo‘ladi.

238

Tekislikda, har biri mos ravishda

My, my, My, ..., m,,
massaga ega bo‘lgan moddiy nugtalar sistemasi
{Ay, A, Ay oy A, )

ning biror / 0'qqa (O nuqtaga) nisbatan inersiya momenti ushbu

n-1
J.v - Zm.l'rkz
k=0
yig‘indi bilan ta’riflanadi, bunda r, — nuqta 4, dan / o‘ggacha
(O nugtagacha) bo‘lgan masofa (k =0, 1, 2, .., n-1).
Faraz qilaylik, y = f(x) egri chiziq yoyi AB bo‘yicha zichligi
p=1 ga teng massa tarqatilgan bo‘lib, bunda f(x) funksiya [a, b]

segmentda uzluksiz hamda uzluksiz f”(x) hosilaga ega bo‘lsin.
Ravshanki, bu holda massa yoy uzunligiga teng bo‘ladi:

b
m:J 1+ £ (x)dx .

|a, b] segmentning ixtiyoriy
P={xg, %, ... %}, (=% <x <...<x, =b)
bo‘laklashini olamiz. Bu bo‘laklash AB yoyni
A=A (x, f(x), (k=0,1,2,.., n-1)
nugtalar bilan # ta A Ay, (A=A, A, = B) bo‘lakka ajratadi.
Bunda 4, A,,, bo‘lakning massasi

A+l

- I J+ f2(x)dx, (k=0,1,2, ..., n-1)
Xk

bo‘ladi. O‘rta giymat hagidagi teoremadan foydalanib topamiz:

=V1+f’2(5.|k)'axk!

bunda &, € [x;,x,], AX =X =X
Ma’lumki,
(ék :f(a.t ))s (k - 01 1)2!“‘! n- l)
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moddiy nuqtaning koordinata o‘glariga hamda kordinata bogp; ak. massaga ega bo‘lgan AB egri chizigning koordinata o‘q-
nisbatan inersiya momentlari mos ravishda ga : . koordinata boshiga nisbatan inersiya momentlari aniq

o =my SEE) = b (g*)‘m-mc*, yordamida topiladi:
Iy =my & =81+ 17 (&) Ay,

Jo=m &+ L1 EN=E +EN+7E) ax,
bo‘ladi. Unda ushbu

{(E..o,f(go )), (glaf(él)) sevy (E.m—lsf(tu-l ))}

moddiy nugqtalar sistemasining inersiya momentlari mos ravishda
& =Zf’ (&) V1+ 77 @0 - ax,,
7" =g§§ N+ 7€) - Ax,
Jim = g(ai +L1EN 1+ 17 - ax,

tengliklar bilan ifodalanadi.
Agar P bo‘laklashning diametri A, nolga intila borsa, unda har

h

Jo = [ 12 N1+ 17 (0,
b

d, =J.Jc2 1+ 7 (x)dx,

i b
. g, =j(x2 + 201+ f2(x)dx.

)zgaruvchi kuchning bajargan ishi. Biror jismni OX o‘q
shu o‘q yo'nalishida bo‘lgan F' = F(x) kuch ta’siri ostida
b nuqtaga (a < b) o'tkazish uchun bajarilgan ishni topish

ki, jismga ta’sir etuvchi kuch o‘zgarmas, ya’ni
F(x) =C = const
: a jismni @ nugtadan b nuqtaga o‘tkazish uchun bajarilgan

R =, : A=C-(b-a)
bir 4; A,,, yoyning uzunligi ham nolga intila borib, yuqoridagi di
(M) g(m)  gm :
AL ruatelly Ry oot L L) Jg - jismga ta’sir etuvchi kuch x ga (x € |a, b]) bog‘lig bo‘lib,
yig‘indilarning limitini massaga ega bo‘lgan AB egri chizigning mos uzluksiz bo‘lsin:
- ravishda koerdinata boshi hamda koordinata o‘qlariea nisbatan inersiya FoF Cla.b
momentlarini ifodalaydi deb qarash mumkin. Ayni paytda, idns. FrmEx) & Cla,B).
b i zmentning ixtyorly
1lim°.ff_."’ = jfz (x)y1+ f2(x) dx, P a0 X} (@=X) <X <iicc, = D)
r a .

ni olib, bu bo‘laklashning har bir
[xk s Xkl ], (k = 0, 1,2,...,” - 1)
ida ixtyoriy &, & € [x;, %], (k=0,1,2..,n~1) nuqta

hp—0

b
lim J$" = [ \1+ £ (x) dx,

b
1 (n) _ . 2 2 |

xlir—?oj° e .[ sz +LEVI+ S (x) d  har bir [x,,x,,,] da jismga ta’sir etuvchi kuchni o‘zgarmas

. Gx) ga teng deyilsa, u holda [x,,x,,,] oraligda bajarilgan
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bo‘ladi.
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da k — proporsionallik koeffitsiyenti (qisilish koeffitsiyenti).

ish (kuch ta’sirida jismni x, nugtadan X+1 NUQtaga o‘tkazish uchup
y a ko‘ra bajarilgan ish

bajarilgan ish) taxminan
F(&) (x40 — %)

a k 1
formula bilan, [a, 5] oraliqda bajarilgan ish esa taxminan A= [kedx==
n=1 n= ]
A”ZF(gk)'(xhl-xk)=iF(§k)'Axk (1)
k=0 k=0
formula bilan ifodalanadi. Mashglar

P bo‘laklashning diametri Ap nolga intila borganda yuqoridagj
yig‘indining giymati izlanayotgan ish miqdorini tobora aniqroq
ifodalaydi. Bu hol 4, — 0 da (1) yig‘indining chekli limitini bajarilgan
ish deyish mumkinligini ko‘rsatadi. Demak, i'

' iga nisbatan inersiya momenti topilsin.
'dﬁ?ﬁa balandligi H bo‘lgan garabplmd shgkhdagl
suvni t;hiqarishga sarflangan ish hisoblansin.

n-1 |
- ’ | LA

Modomiki, F(x)e C[a, b] ekan,
n-1 b
lim ¥ F(&)-Ax, = [ F(x)ax
Ap—0 k=0 2

bo‘ladi. Shunday qilib, o‘zgaruvchi Ax) kuchning [a, b] dagi bajargan
ishi

b
s jF(x)asr Q)

formula bilan ifodalanadi.

Misol. Vintsimon prujinaning bir uchi mustahkamlangan, ikkinchi
uchiga esa F=F(x) kuch ta’sir etib, prujina gisilgan (21- chizma).

Agar prujinaning qisilishi unga
ta’sir etayotgan F(x) kuchga propor-
sional bo‘lsa, prujinani a birlikka
gisish uchun A(x) kuchning bajargan
ishi topilsin.

<« Agar F(x) kuch ta’sirida pru-
Jinaning gisilish migdorini x orqali
belgilasak, u holda

F(x)=kx
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10-BO B
XOSMAS INTEGRALLAR

" 43- ma’ruza
Chegaralari cheksiz xosmas integrallar

Funksiyaning aniq integrali (Riman integrali) tushunchasini
kiritishda integrallash oralig‘ining chekli bo‘lishi talab etilgan ed;.

Endi cheksiz oraligda ([a,+e); (—ce,a]; (—eo,+e) oraliglarda)
berilgan funksiyaning shu oraliq bo‘yicha integral tushunchasini
keltiramiz va o‘rganamiz.

1°. Chegaralari cheksiz xosmas integral tushunchasi. /(x) funksiya
[a,+=) oraligda (a € R) berilgan bo‘lib, ixtiyoriy [a, fl da (g < < +e0)
integrallanuvchi bo'lsin: f(x) e R({a,t]).

r
Ushbu F(r) = | f(x)dx belgilashni kiritamiz.
a
1-ta’rif. Agar t — +eo da F(£) funksiyaning limiti mavjud bo'lsa,

bu limit f(x) funksiyaning |a, + ) cheksiz oralig bo'‘vicha xosmas
integrali deyiladi va

| fixax
kabi belgilanadi:
[ Fedx = lim F o) = lim [ f(x)ax. M

(1) integralni chegarasi cheksiz xosmas integral ham deb yuritiladi.

Qulaylik uchun, bundan keyin «chegarasi cheksiz xosmas integral»
deyish o‘rniga «integral» deymiz.

2-ta’rif. Agar t — +o» da F(f) funksiyaning limiti mavjud va
chekli bo‘lsa, (1) integral yaginiashuvchi deyiladi.

Agar t — +eo da F(f) funksiyaning limiti cheksiz yoki mavjud
bo‘lmasa, (1) integral uzoglashuvchi deyiladi.
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isol, Ushbu | e*dx  integralni qaraylik. Bu holda

f
F(n)=[edx=-¢"+]
0

it

Chm F() =1 bo‘ladi.
N B
1ak, berilgan integral yaginlashuvchi va

sisol. Ushbu I % (a>0,0>0) integral uchun

b Int-Ing, agar o=1 bolsa,

i '
= il g+l :
] j}?(‘):IF_ {fﬂ___a_c‘ . agar o#l bo'lsa
F a o+l —o 4+l

l-a
F(t) » &, (a>1),

a1
F(1) = 4, (as1

It

‘ladi.
Ushbu

j cos xdx
0
tegral uzoglashuvchi bo‘ladi, chunki 7 — +e da
- {
F(r) = jcosxdx = sint
0
g limiti mavjud emas.

T “*dx =1.
jne

. > 1 bo‘lganda yaginlashuvchi, o < 1 bo‘iganda uzogla-
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Yugqoridagidek,

B b ' |
Tf(x)dx, Tf(x)dx - !f(x)dx - !_f(x)dx +_[ f(x)dx, (a<b<i)

xosmas integrallar va ularning yaqginlashuvchiligi, uzoqlashuwhiligi 4

ta’riflanadi: lik, I f(x)dx integral yaginlashuvchi bo‘lsin. Demak,

_Jif(x)dx - lim j f(x)dx, sl ia
3 ! v a
.f L "hﬂj f(x)dx. _ __j va chekli bo‘ladi:

r L3
U—p-oo

. . _ tim [ f(x)dx = [ fx)dx.
2°. Yaqinlashuvchi xosmas integralning sodda xossalari. Xosmas p

integralning turli xossalarini S (x) funksiyaning [a,+) oraliq bo‘yicha
olingan .

1o
a

) tenglikdan foydalanib,  — +e da

fea ]
Tf(x)dx lim j;f(x)dx = j f(x)dx —!f (x)dx

integrali uchun bayon etamiz. Bu xossalarni B iz, Demak, T f(x)dx integral yaginlashuvchi va
h

freoae, T rooas

o b
4 i - dx
1 f(x)dx: f(X)dx If(x)
integrallar uchun keltirishni o‘quvchiga havola etamiz. ',[ }[ a

4oo
4 dx . " A - < l d Eb : g
1- xossa. Agar ! f(x)dx integral yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda e Tf(x)dx integral yaqinlashuvchi bo‘lsin. Demak,
b

[ 70ax, (a<b)
b

integral ham yaginlashuvchi bo‘ladi va aksincha. Bunda

lim ]f(x)dx=Tf(x)dx
r-He-b b

+oa b +o0
[ reax= [ f(ode+ [ £ixa ) : ) -
4 “ b lim jf(x)dx=If(x)dx+jf(x)dx
tenglik bajariladi. g a 2
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bo‘lishi kelib chigadi. Demak, [ f(x)dx integral yaginlashuyc; -

oo b 4oo
[ reydx = [ fodx+ [ fexyax
7} u b
bo‘ladi. »
2- xossa. Agar _f f(x)dx integral yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda

jc +f(x)dx ham (C=const) yagqinlashuvchi bo‘lib,

TC-f(x)dx =CTf(x)dx
bo‘ladi. " :
3- xossa. Agar Tf(x)dx integral yaqinlashuvchi bo‘lib,
Vxe [a,+=) da f(x)aa 0 bo‘lsa, u holda
Tf(x)dx 20
bo‘ladi. i

4- xossa. Agar J' f(x)dx va J.g(x)dx integrallar yaginla-

shuvehi bo‘lsa, u holda [ (f(x)% g(x))dx integral ham yaginla-

shuvchi bo‘lib,
[ tgndx = [ reodes [ gy
bo‘ladi.
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2. Agar Vx e [a,+) da f(x) < g(x) bo'lib, If(x)dx

| integrallar yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda

If(x)dx < Ig(x)dx

a 5- xossalarning isboti xosmas integral va uning yaginlashuv-
ta’riflaridan bevosita kelib chigadi.

qilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar [a,+=) da berilgan bo° lib,
ya chegaralangan (m < f(x) < M, x e [a,+=)), &(xX) funk-

o'z ishorasini o‘zgartirmasin (Vx € [a,+) da har doim

0 yoki g(x)<0).
a. Agar _[f (x)-g(x)dx va j g(x)dx integrallar yagin-

hi bo'lsa, u holda shunday o'zgarmas p(m s p s M) topiladiki,

T (- g0de = T gnax 3

, Vx e [a,+=) da g(x)20 bo'lsin. U holda
m- g(x) < f(x)g(x) < Mg(x)

m]g(x)dx < ]f(x)g(x)dx < Mig(xm

" 'Q!T g(x)dx < T f(x)g(x)dx < MT g(x)dx

a a
* bo‘lamiz. Bu tengsizliklardan, ¢ — +eo da limitga o‘tsak,
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Ravshanki, j g(x)dx =0

bo‘lganda (3) tenglik bajariladi.

Aytaylik, I g(x)dx >0
T f(x)g(x)dx
bo‘lsin. Bu holda m< "h— <M
| g(x)dx
T Fx)g(xydx
bo‘ladi. Agar Bt
| g(x)dx

deb olinsa, unda m<pu <M bo'lib,

+j’f(x)-g(x)dx =H -Tg(x)dx

bo‘ladi.
Vx e [a,+~) da g(x)<0 bo‘lganda (3) tenglikning bajarilishi
yuqoridagidek isbotlanadi. b

Odatda, bu xossa o‘rta giymat haqgidagi tcorema deyiladi.
3°. Xosmas integralning yaginlashuvchanligi. Aytaylik, f(x) funk-

siya [a,+o0) oraligda berilgan bo‘lsin.

Ma’lumki, [ fxyax

xosmas integralning yaqinlashuvchanligi ushbu
'
F()=[fxdx, (t>a)

funksiyaning t — +e da chekli limitga ega bo‘lishidan iborat.
300

ma’ruzada funksiyaning chekli limitga ega bo‘lishi haqi(?agi
remasi, ya’'ni F(#) funksiyaning ¢ — 4o da chekli limitga

“lishi uchun
e >0, 31, >a, V'St V">t |F@')-F@t) <e

ing bajarilishi zarur va yetarli ekani Kkeltirilgan edi. Bu
cha va tasdigdan

T roodx @

: integralning yaqinlashuvchanligini ifodalaydigan quyidagi
a kelamiz. I
»ma. (Koshi teoremasi.) (4) integral yaginlashuvchi bo‘lishi

. > 0 son olinganda ham shunday 1, € R (t, > a) topilib,
oriy t'>1,, 1">1 bo‘lganda

<€

Tf(x)dx

jizlikning bajarilishi zarur va yetarli.
Mashglar

xsin xdx xosmas integral yaginlashuvchi bo‘ladimi?

'1'"a i

(:‘ "‘2’;3 dx =~ tenglik isbotlansin.
+X

| 44- ma’ruza
Manfiy bo‘lmagan funksiyaning xosmas integrallari.

~ Integralning absolut yaginlashuvchanligi

1°. Manfiy bo‘lmagan funksiya xosmas integralining yaqinlashuy-
. Aytaylik, f(x) funksiya [a,+e) oraligda berilgan bo‘lib,
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Vx € [a,+e) da f(x) 2 0 bo‘lsin. Bu funksiyani [a, 7] da (@a<t<ie

integrallanuvchi deylik: f(x)e R([a,t]). Bu holda :

F(t) = [ f(x)dx

funksiya (a,+e) oraliqda o‘suvchi bo‘ladi.
<« Hagigatan ham, a < < l, <+ da

L] I 5]
F(t) = [ f(dx = | f(x)ax +T f(x)dx = F(4) + [ f(x)dx
a a n h
n
bo‘lib, _[ f(x)dx >0
i
bo‘lganligi sababli F(t,)2 F(t)
bo‘ladi. Demak, v1,,t, € (a,+e) uchun

f] 4’2 = F(rl) < F(fz). >
1- teorema. Manfiy bo‘Imagan f(x) funksiya xosmas integrali

| rxax, (020, x> a) (1)

ning yaqinlashuvchi bo‘lishi uchun (1) funksiyaning yugoridan chega-
ralangan, ya’ni
dCe R, Vt>a:
bo‘lishi zarur va yetarli.
g <« Zarurligi. Aytaylik, (1) integral yaginlashuvchi bo‘lsin. Ta’rifga
inoan

F()sC

Jim F @)
mavjud va chekli bo‘ladi. Unda, 3C e R, V¢ > a da F(r) < C bo'ladi.
Yerarlilfgi. Aytaylik, F(#) funksiya (a,+) da yuqoridan chegara-
langan bo‘lsin. Ayni paytda, A#) o‘suvchi funksiya. Demak, ¢ — +co da

A7) funksiya chekli limitga ega. Bu esa (1) inte i inlashuvchi
bo‘lishini bildiradi. . ptgalning yog
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Bu teoremadan quyidagi natija kelib chiqadi.
ia, Agar F(#) funksiya (7€ (a,+=)) yuqoridan chegaralan-

T reoas

uzoglashuvchi bo‘ladi. : ’
Tagqoslash teoremalari. Ikkita funksiya ma’lum munosabatda
yda birining xosmas integralining yaginlashuvchi (uzoqlash.uvch‘l)
n ikkinchisining ham yaginlashuvchi (uzoglashuvchi) bo’-
alovehi teoremalarni keltiramiz. Odatda, ular taqqoslash

deyiladi. '
sma. Faraz gilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar [a,+e)
berilgan bo‘lib, Vx € [a,+) da

0s f(x)<g(x) )

A : Tg(x)dx yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda If (x)dx ham
g A

hi bo‘ladi.

T f(x)dx uzoglashuvchi bo‘lsa, u holda Tg(x)dx ham
"’:chi bo‘ladi.

ylik, (2) munosabat orinli bolib, +jﬁg(x)ﬂbc yaginlashuvehi
Unda 1-teoremaga ko‘ra "

G(1) = ]-g(x)dx <C

- Ayni paytda, i

F(1) = [ f(x)dx < G(1)
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bo‘lganligi sababli, ya’ni 1-teoremaga binoan I f(x)dx yaqinl
a..
shuvchi bo‘ladi. ¢

. Aou
Aytaylik, (2) munosabat o‘rinli bo‘lib, J‘ f(x)dx uzoglashuvchj

bo‘lsin. Unda yugorida keltirilgan natija va
F(t)<G(r)

4o
e ! .
ngsizlikdan I g(x)dx integralning uzoglashuvchiligi kelib chigadi. p

3- teonem;. Faraz qilaylik, f(x) va g(x i
) funksi
f(x)20, g(x)=0 bo‘lib, ke

S(x)

x-m-g( %) =k, (0Sk < +40)

bo*lsin.
Agar k < +es 'bolib, j g(x)dx yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda

400
I S(x)dx ham yaqginlashuvchi bo‘ladi.

Agar k > 0 bo‘lib, Ig(x)dx uzoqlashuvchi bo‘lsa, u holda

_f f(x)dx ham uzoglashuvchi bo‘ladi.

« Aytaylik,
f(x)

X=ppoo g(x) =k ot

bo‘lib, [ g(x)dx yaginlashuvehi bo‘lsin. Limit ta’rifiga binoan

Ve>0, 3t >a, Vi>t, da
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i £(x) < (k+©)g(x) &
adi. Yaqinlashuvchi integralning xossasiga ko'ra

I (k +e)g(x)dx

a

inlashuvchi bo‘ladi.

‘munosabat va 2- teoremadan foydalanib, Jf (x)dx integ-
a

sing yaginlashuvchi bo‘lishini topamiz.
lim S(x) _ k>0

x-34es B(X)

[ g(x)dx uzoqlashuvehi bo'lsin. Bu holda k, son (k >k >0)

nday f; > a topiladiki, Vx > 1, da

f(x)
e >k,

g(x) <+ f(x) @

osabat va 2- teoremadan foydalanib J f(x)dx integral-

. D<k <+ bo‘lsa, u holda jf(x)dx va Ig(x)d.x

bir vaqtda yoki yaginlashuvchi, yokl uzoqlashuvcln bo‘ladi.

hollarda biror xosmas integralning yaqmlashuvchanligini
uvchanligini amqlashda avvaldan yaginlashuvchanligi
huvchanligi ma’lum bo‘lgan integral bilan tagqoslab
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(yugorida keltirilgan teoremalardan foydalanib) garalayotgan integra]. yx=1 da
ning yaginlashuvchi yoki uzoglashuvchi bo‘lishi topiladi. Yy oy X2 g(x) = e*

Masalan, [ flxyax yalar uchun 0< f(x)<g(x)
a . Q-, -
T ydi. Ushbu [ eax
integralni I E}, (a>0,0>0) 4 I
a’” ng yaginlashuvchiligi ravshan. Demak,
integral bilan taggoslab, quyidagi natijaga kelamiz. <
Natija. Aytaylik, biror C (0 < C < +=) va o >0 sonlar uchun I e dx
X — +oo da !
c uvchi bo‘ladi. P
o . T “*n xdx i 1 vaginlashuvchanlikka tek
ya'ni lim x*-f (x)=C Ushbu _][ e*In integral yaginla
400
bo‘lsin. U holda _[ S(x)dx Inx < x

y f(x)=e*Inx, g(x)=xe™ funksiyalar uchun

integral o >1 bo‘lganda yaqinlashuvchi, « <1 bo‘lganda uzogla-
0< fi(x)<g(x)

shuvchi bo‘ladi.

cos

2
zx dx integral yaginlashuvchanlikka

4oo
3. 1- misol. Ushbu | b b
. 1+x (x)dx = | xe ¥ dx
tekshirilsin. : ! & J;
2 = 48] i A ik . an
o Agar filx)= "1‘1 2x , g(x)= iif }'aq : inlashuvchiligini e’tiborga olib, 2- teoremadan foyda

deyilsa, u holda Vxe [0,4), 0< < g(x) bo‘ladi. o
yi [0,42), 0% f(x)< g(x) Fore it
. T dx 1
Ravshanki, : 1452 ing yaqginlashuvchiligini topamiz. »
integral yaginlashuvchi. 2- teoremaga ko‘ra berilgan xosmas integral il e
yaginlashuvchi bo‘ladi. » sol. Ushbu I - integral yaginlashuvchanlikka tek-
1 it 1 x-%xz +l -

4o p
2- misol. Ushbu j ¢~* dx integral yaqinlashuychanlikka tekshirilsin.
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« Integral ostidagi
1

- x. 33x2 +]

funksiya uchun

5 5
p 3 . 3 1 " 1
lim x3 f(x) = lim x3 . = lim - _ =1
X—3+4oo X—ptoo x. 3;;12-!-1 X—pdoo P, 1+L2
p o
bo‘ladi. Ravshanki,
. .
=™
T
1 x3

integral yaqginlashuvchi. Demak, berilgan integral yaqinlashuvchi
bo‘ladi. »

4°. Xosmas integralning absolut yaginlashuvchanligi. Aytaylik,
f(x) funksiya [a,+e) oraligda berilgan bo‘lsin. Bunda Vx e [a, +s)
uchun f(x)2=0 bo‘lishi shart emas.

Ta’rif. Agar [ 1f (o)l

integral yaginlashuvchi bo‘lsa, _[ S(x)dx integral absolut yaginla-

shuvchi deyiladi.

Agar _[f (x)dx yaqinlashu{rchi bo‘lib, I |f(x)|dx uzoglashuvchi
a a

400
bo‘lsa, u holda _[ S(x)dx shartli yaginlashuvchi integral deyiladi.

4- teorema. Agar mtegml absolut yaginlashuvchi bo‘lsa, u yagin-
lashuvchi bo‘ladi.
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' / ytaylik, j lf(x)lldx

1 :.yaqinlashuvchi bo‘lsin. Berilgan f(x) va |f(x)| funksiyalar

ushbu
o(x) = 3 (S () +f (D,
W) = 5 (£ () +1f ()

ni tuzamiz.

x) <|f(x)], y(x) <|f(x);
x) = wy(x) = f(x)

. Yuqonda keltirilgan 2- teoremadan foydalanib, quyidagi

I @(x)dx, I y(x)dx

eral yaginlashuvchi ekanligini topamiz. U holda

[ (00x) ~y(x))dx
ham yaginlashuvchi bo‘ladi. Demak,
[ rxydx

vehi bo‘ladi. »
Mashglar

LR X

"f-: T e P dx integral yaginlashuvchanlikka tek-
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2. k ning ganday giymatlarida

oo

J‘xk :t_+sinxdx’ (k > ])

x-sin x

integral yaginlashuvchi bo‘ladi?

45- ma’ruza

Integralning yaqinlashuvchanlik alomatlari. Integralning
bosh giymati

1°. Dirixle alomati. Faraz qgilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar [a,+e)
oraligda berilgan bo‘Isin.

1- teorema. (Dirixle alomati.) f(x) va g(x) funksiyalar quyidagi
shartlarni ganoatlantirsin;

1) f(x) funksiya [a,+e) da uzluksiz va uning shu oraliqdagi
boshlang‘ich F(x), (F'(x)= f(x)) funksiyasi chegaralangan;

2) g(x) funksiya [a,+e) da uzluksiz g'(x) hosilaga ega;

3) g(x) funksiya [a,+e) da kamayuvchi;

4) xlirpwg(x) =0,

U holda | Feog(xax

integral yaginlashuvchi bo‘ladi.
<« Ravshanki,
f(x) e C(la,+=)), g(x)e C([a,+=)) = f(x)g(x)e C([a,+=))

bo‘ladi. Binobarin, f(x)-g(x) funksiya [a,t], (@ <t < +e) oraligda
integrallanuvchi bo‘ladi. Bo‘laklab integrallash formulasidan hamda
teoremaning 1- va 2- shartlaridan foydalanib topamiz:

[FG)g()dx = [ g(x)dF (x) =g () F(x)| ~[ f(0)g'(x)dx. (1)

Endi

OF(1)| < Mg(t), (M =sup |F(1)| < +)
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Lini e’tiborga olsak, undan 7 — +ee da
o g(F(1) -0

| hcrllg‘t:i.g(x) funksiya |a,+e) oraligda uz..luksiz. diffe-
" vehi hamda shu oraliqda kamayuvchi funksiya. Demak,
' da
: g'(x)<0
adi. Shuni e’tiborga olib topamiz:

1

E le(x)g'(x)unghg'(x)ldx=—M_|.8'(x)dx?

2 M(g(a) - g(0) < Mg(a), (g(1)20).
Inda 44- ma’ruzadagi 2- teoremadan foydalanib

- -

| Fxg'(x)dx

" integralning yaginlashuvchi ekanligini aniglaymiz.
tenglikda ¢ — 4+ da limitga o‘tib, ushbu

t—+o0

t
lim [ f(x)8(x)dx

s mavjud va chekli bo‘lishini topamiz. Bu esa I f(x)g(x)dx

ing yaginlashuvchi bo‘lishini bildiradi. »

l. Ushbu J = T 5%{ dx, (0. > 0) integral yaginlashuvchan-
1

irilsin. o
Igan integralni quyidagicha
Tsinx-Lar, (@30
= | sinx —dx, (>
J = '! sin x = dx

3l




ko‘rinishda yozib, f(x)=sinx, g(x)= . deymiz. Bu funksiyalay
X

yuqorida keltirilgan teoremaning barcha shartlarini ganoatlantiragj.

1) f(x) = sin x funksiya [1,+) oraligda uzluksiz va uning bosh-

lang‘ich funksiyasi F(x) = —cosx funksiya [1,+) da chegaralangan;

) g(x =xia. (ot >0) funksiya [1,4e) da

g(x)=-—
X

hosilaga ega va u uzluksiz;

3) g(x) = ;l;‘ (o >0) funksiya [1,+) da kamayuvchi:

4) lim g(x) = lim . =0, (a>0).
X X—ptes )

Unda Dirixle alomatiga ko‘ra
[ % g, (@>0)
\ X
integral yaginlashuvchi bo‘ladi. »

2°. Abel alomati. Faraz gilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar [a,+e)
oraligda berilgan bo‘lsin.
2- teorema. (Abel alomati.) f(x) va g(x) funksiyalar quyidagi

shartlarni ganoatlantirsin;

1) f(x) funksiya [a,+e) da uzluksiz bo‘lib, [ f(x)dx integral
yaginlashuvchi; ’

2) g(x) funksiya [a,+e) da uzluksiz g'(x) hosilaga ega va bu
hosila [a,+) da 0z ishorasini saqlasin;

3) g(x) funksiya [a,+e) da chegaralangan.

U holda _[ S(x)g(x)dx integral yaqinlashuvchi bo‘ladi.
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« Ravshanki, J' f(x)dx integralning yaginlashuvchi bo‘lishidan

mnksiyaning ra.+oo) oraligda chegaralangan F(x) boshlang‘ich

jyag bo‘lishi kelib chigadi. o
Erlnz%:;ng 2- va 3- shartlaridan hamda monoton funksiyaning
1" hagidagi teoremadan foydalanib ushbu

i nine mavjud va chekli bo'lishini topamiz:
lim g(x)=0b.

X oo

g (x)=g(x)-b S
iva x — oo da monoton ravishda nolga intiladi:

lim g (x)=0.
nday qilib, f(x) va g(x) funksiyalar Dirixle qlomat}da keltirilgan
a shartlarni ganoatlantiradi. Dirixle alomatiga ko‘ra

| £(0g (x)dx

yaginlashuvchi bo‘ladi.

i paytda,

f(x)g(x) = f(x)b+ f(x)g (x)
gl sababli,

[ r(x)g(xdx
l ham yaginlashuvchi bo‘ladi. P _ _
lem)s( igtegralning bosh giymati. Faraz qilaylik, /(x) funksiya

+=) da berilgan bo‘lib, bu oraligning istalgan [t,1],
o <1’ < f < +) gismida integrallanuvchi bo‘lsin:

I
F(t',t) = J’ f(x)dx.
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Ma’lumki, ushbu

Jim F(',1)= lim [ f(x)dx
4o ie

limit f(x) funksiyaning (—es,+e) oralig bo‘yicha xosmas integralj
deyilib, u chekli bo‘lsa,

lim [ f(dx= | r(ds

t—rtoe

xosmas integral yaginlashuvchi deyilar edi.
Bunda 1’ va t o‘zgaruvchilarning ixtiyoriy ravishda

' = —o, t — oo
ga intilishi ko‘zda tutiladi.

4on
Xususan, j S(x)dx xosmas integral yaqginlashuvchi bo‘lsa,

I —btos

lim jf(x)dx: If(x)dx

1
bo‘ladi. Birog F(t't) = j f(x)dx
)

{linksiya, t'= —t bo'lib, ¢ — 400 da chekli limitga ega bo‘lishidan
I f(x)dx xosmas integralning yaqginlashuvchi bo‘lishi kelib chigaver-
maydi. Masalan, ushbu

F 4
F(t',1) = jsmxdx
)

integral uchun ¢’ = —f bo‘lsa,
I
Isinxo_bc: 0, (Vt>0)

-t
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1
lim |sinxdx=0
=34

-t

Tsinxdx

—oa

‘ega bo‘lamiz. Birog

as integral yaginlashuvchi emas.
a’rif. Agar (' =1tbo'lib, 1 —» +eo da

E(t',1) = j f(x)dx
_f’

aning limiti mavjud va chekli bo‘lsa, I f(x)dx xosmas integral

-_;qiymat ma’nosida yaginlashuvchi deyilib,
f

lim | f(x)ax

=i -

poe
I S(x)dx xosmas integralning bosh givmati deb ataladi.
|

-
J f(x)dx xosmas integralning bosh giymati

v.p. I Jf{x)dx
anadi. Demak,
v.p.jf(x)dx=rl_i’anﬁjf(x)dx.

nda v.p. belgi fransuzcha «valeur princiriale» — «bosh giymat»
ing dastlabki harflarini ifodalaydi.

day qilib, J f(x)dx xosmas integral yaginlashuvchi bo‘lsa,

qiymat m;;nosida ham yaqinlashuvchi bo‘ladi. Bim(;.15




J- J(x)dx xosmas integralning bosh qiymat ma’nosida yaginlashuycp;

bo‘lishidan uning yaginlashuvchi bo‘lishi har doim ham kelib
chigavermaydi.

Mashgqlar

1. Dirixle alomatidan foydalanib

+em

; 2
I wm. (o> 0)
X
0
integralning yaqinlashuvchi bo‘lishi isbotlansin.
2. Ushbu
.-
s_m&x arctg xdx, (o >0)
0 X

integral yaginlashuvchanlikka tekshirilsin.

46- ma’ruza
Xosmas integrallarni hisoblash

1°. Nyuton—Leybnits formulasi. Ushbu

Tf(x)dx

xosmas integral yaqinlashuvchi bo‘lib, uni hisoblash talab etilsin.
Avytaylik, f(x) funksiya [a,+e) oraligda boshlang‘ich Fx) funk-
siyaga ega va x — +4oo da F(x) funksiya chekli limiti mavjud bo‘lsin:

lim F(x) = F(+=),
U holda

hf(x)dx = lim ’f(x)dx =
[ —oe
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T (N

_ fim (F(1) - F(a)) = F(+) - F(a) = F(x)

f—too

formula Nyuton—Leybnits formulasi deyiladi.

1- misol. Ushbu j -J;z— sin—l-dx integral hisoblansin.
2

1 y 2 .
Ravshanki, F(x) = oS — funksiya [E,m) oraliqda
- —%sin . funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi bo‘ladi.
s = .
;__-._n.u formuladan foydalanib topamiz:

400

=1.»

|-
HIin

J'lsinldx=cos
2"2 ¥

. Bo‘laklab integrallash. Faraz qilaylik, £(x) va g(x) funksiyal'ar
) oraligda uzluksiz va uzluksiz (%) va g(x) hosilalarga ega bo'lsin.

T f(x)- g'(x)dx (f f'(x)g(x)dx) integral yaqginlashuvchi;
. a a

2) ushbu lim (f(x)g(x)) limit mavjud va chekli bo‘lsa, u holda
i X—toe

T re0-gas, ([ £gxd)

ral yaginlashuvchi bo‘lib,

317




<« Ravshanki,

+oa

| r(o(2)) @2}z

[ Fx)g(x)dx =[ g(x)df (x) =f ()g(0)[., - [ £ (x)dg(x) =

semas integral yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda

= f(0g(0) - f(a)g(a) - [ f(x)g (x)dx. 4 | roax

Keyingi tenglikda, ¢ — +e da limitga o‘tib topamiz: 1 ham yaginlashuvchi bo‘lib,

oa $on i _m - d
[ rgdx = lim (f(&(1) - f@g(@) - [ F(x)g x> J roe | (6w

(2) formula bo ‘lakilab integrallash formulasi deyiladi. B 0 < 7 <) ni olib, unga mos ¢(z) = ! nugtani

2- L. Ui .{[ #6708 imtonl Iisoinesin. ki, yugoridagi shartlarda [a,1) da 37- ma’ruzadagi (2)

oa ko‘ra
4 Agar g(x) = x, f'(x)=e* deb olsak, unda

gx)=1, f(x)=-e*
bo‘lib, (2) formulaga ko‘ra (a = 0)

' Z
[ r(xydx = [ £(0(2)) - 9'(2)d

j xe ™ dx = lim (~te™') - 0+ j e*dx =1
0 0

oi tenglikda 1 — +eo da (bunda z = (p"’(r) — +o0 ) limitga

4o +oa
P, & [ redx= [ rle@) 9@z
3°. O‘zgaruvchilarni almashtirib integrallash. Ushbu p 5
i Bu esa keltirilgan tasdigni isbotlaydi. P
[ fexax i |
. 3- misol. Ushbu J = J' _‘i"T integral hisoblansin.
xosmas integralni qaraymiz. Bu integralda x = ¢(z) almashtirishni ba- ' g LEX
jaramiz. Bunda x = ¢(z) funksiya quyidagi shartlarni ganoatlantirsin:
1) ¢(z) funksiya [o,+e) oraligda uzluksiz va uzluksiz ¢’(z) hosi-
laga ega;
2) ¢(z) funksiya [, +e<) da gat’iy o‘suvchi;
3) ¢(o) = a, @(+e) = lim @(z) = +oo.
318 =

« Bu integralda x = } almashtirishni bajaramiz. Natijada

0 +oe

2
1 1 t*dt
=2 ¥ ullgts | —
J 1( tz)d -[[lﬂ'4
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1T 1442
bo'lib, J=3 | e
0

bo‘lishi kelib chiqadi.
Keyingi integralda x —% =z deb, topamiz:

1°F dz 1 Z |4 n
J:—- — a
2_-[2+z2 22 mtg?z"—- 22
d _ =
Demak, Om—m- >

4°. Xosmas integrallarni taqribiy hisoblash. Aytaylik, f(x) funk-
siya |a,+ee) oraligda uzluksiz bo‘lib, ushbu

[ Fxax
a
xosmas integral yaqinlashuvchi bo‘lsin. Ta’rifga binoan
oo §
[ r(x)dx = lim [ f(0dx,

ya’'ni
ve>0, 3, >a, VI>Y:

[ Feodx = [ foxdx| <
bo‘ladi. Ravshanki,

Tf(x)dx—jf(x) = Tf(x)dx.

<Eg,

Demak, ]T f(x)dx
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< (5) formulaga ko‘ra, berilgan integralni taqribiy

l\i UShbu

T F(x)dx = ]f (x)dx )

ribiy formulaga kelamiz. Uning xatoligi

U f(x)dx| <¢€

ot

sol. Ushbu I ¢ dx xosmas integral tagribiy hisoblansin.

! hisoblash uchun

Te'xzdx = ]le"de, (a> 0)
0

=

ulani hosil gilamiz. Uning xatoligi

I r;""2 dx
a
»‘ladi. Bu xatolikni yugoridan baholaymiz
oo g g
. Ty LY=ok
slfxea=g; [ e d6) =5 ekl
a a
,a=1Dbo‘lsin. Bu holda
4on 1
j e’Jlrz dx = Ie"‘z dx
a 0
bu tagribiy formulaning xatoligi uchun
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j e dx <0,1839
1
bo‘ladi.
Aytaylik, a = 2 bo‘lsin. Bu holda

4o 2
j e dx = _[ne'x2 dx
a 0
bo‘lib, bu tagribiy formulaning xatoligi uchun

4o
[ e dx < 0,00458
2

bo‘ladi.
Aytaylik, @ = 3 bo‘lsin. Bu holda
+en 3
I e dx = J.e""zdx
a 0

bo‘lib, bu tagribiy formulaning xatoligi uchun

Te-*’dxso,ooooz
3

bo‘ladi. »
Mashgqlar
1. Ushbu
N3 Inx
[ o5
l+x
integral hisoblansin.
2. Ushbu
T dx i arcsin a
0 (12 -a* )\/xz -1 aJL—az
tenglik isbotlansin. ‘
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. (a>0)

47- ma’ruza
aralanmagan funksiyaning xosmas integrallari

-

. Maxsus nugta. Aytaylik, f(x) funksiya X < Rto‘plamda berilgan
in. x, € R nugtaning ushbu

~ Us(xy) ={xe R x —d<x<Xxy+0x#X)
fida garaymiz, bunda & — ixtiyoriy musbat son.

- ta’rif. Agar f(x) funksiya
X NUs(xy) #@ '

ymda chegaralanmagan bo'lsa, X, nugfa f(x) funksiyaning maxsus

deyiladi.

1

lan, [a, b) da berilgan f(x) = s funksiya uchun x;=b —
1

_;'imqta; R\ {-1; 0; 1} to‘plamda berilgan f(x) = —

ya uchun x, =-1,x =0, x =1 nuqtalar maxsus nuqtalar

alanmagan funksiyaning xosmas integrali tushunchasi.
, f(x) funksiya [a, b) da berilgan bo.‘lﬂ_:. b_ nugta shu
ing maxsus nuqtasi bo‘lsin. Bu funksiya lxttygny |a, 1] da
21 < b) integrallanuvchi bo‘lsin. Ravshanki, bu integral 7 ga
bo‘ladi:
r

F(0) = [ f(x)dx, (a<t<b).
a’rif. Agar ¢ = b-0 da R funksiyaning limiti mgvjud bo‘lsa,

chegaralanmagan f(x) funksiyaning |a, b) bo ‘vicha xosmas
deyiladi va

b
A [ fxax
ilanadi: !

R b t
 [rode= lim Fo = lim [ £0dx M)
e ’ 23



3- ta’rif. Agar t - b-0 da F(#) funksiyaning limiti mavjud va
chekli bo‘lsa, (1) xosmas integral yaginlashuvchi deyiladi.

Agar t - b-0 da A7) funksiyaning limiti cheksiz yoki mavjud
bo‘lmasa, (1) xosmas integral uzoglashuvchi deyiladi.

f(x) funksiya (a, b] da berilgan bo‘lib, x, = a nuqta uning maxsyg
nuqtasi; f(x) funksiya (a, b) da berilgan bo‘]ib, Xp= a, X, = b nuqtalar
uning maxsus nugtalari bo‘lgan holda shu funksiyaning (a, 5] hamda
(a, b) bo'yicha xosmas integrallari, ularning yaginlashuvchanligi hamda
uzoqlashuvchanligi yuqoridagidek ta’riflanadi:

b b
J 0= i, For= tim, [ rra,

_[ f()dx= Jim F(t',0)= lim J' f(x)dx.

t—ob-0 ) .r—»b-O r

Aytaylik, f(x) funksiya (a,b) \ {c} to‘plamda (a < ¢ < b) berilgan
bo‘lib, xy = a, x; = b, x; = ¢ nuqtalar uning maxsus nuqtalari bo‘lsin.
Bu funksiyaning quyidagi

j f(x)dx = @(t',1), (a<t <t< o),

Jf(x)dx =vy(u',u), (c<u <u<b

integrallari mavjud bo‘lsin.
4-ta’rif. Agar t' > a+0, t 5¢-0 hamda ' —c+0,
u—b-0 da o(t',r) + yw(u',u) funksiyaning limiti

Jm o', 1) + y(w',w)] = lim [j f(x)dx+[ S(x)dx]

r-vu'—ﬂ f—)c—i} t
u'—e+0 u'—e+l
u—b-0 u—b-0

mavjud bo‘lsa, bu limit chegaralanmagan f(x) funksiyaning (a, )
bo‘yicha xosmas integrali deyiladi va
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. 1
1- misol. Ushbu j% integral yagi
1 0

b
[ reodx
belgilanadi. Demak, }
jf(x)dx - fim, [;[f(x)dx +jf(x)dx1 @
u'—=c+0
u-+b-0

_ta’rif. Agar t'—>a+0, f—>c- 0 hamda u —c+0,
--0 da o(1',1) +y(u',u) funksiyaning limiti mavjud va chekli
(2) integral yaginlashuvchi deyiladi.

nlashuvchanlikka tekshirilsin.

1 : : "
shanki, x,=0 nugta f(x) = T funksiyaning maxsus nuqtasi.

k, garalayotgan integral chegaralanmagan funksiyaning xosmas
bo‘ladi.
Ta’rifga binoan

__hmjd".—nmzu-ﬂ

1—+0

i. Demak, berﬂgan xosmas integral yaginlashuvchi va u 2 ga

,&Hmiaol. Ushbu j dax . osmas integral uzoglashuvchi bo‘ladi, chunki

(h 0

1
lim [ % = lim (In X)) = +oo.
l'—1+(.'l

N g.m Ushbu I fx integral yaqinlashuvchanlikka tek-
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<« Integral ostidagi
1

f(x)=-—r_-———x(l_x)

funksiya uchun x,=0, x,=1 nuqgtalar maxsus nuqtalar bo‘ladi. Xosmag
integral ta’rifidan foydalanib topamiz:

1 !
dx P V'l s A i
"J; x(1-x) B fllﬂl{)j (1-x) - r.lLTolarCSln(Zx DL =
: ¥ 1—=1-0

_n 5 | gy o . e =E E=
-ip%[arcsm(ﬂ 1) —arcsin(2¢" - 1)] 5tz =T

Demak, integral yaginlashuvchi va

i dx = n . ’
0 \/x(l—x)
4- misol. Ushbu
) b
dx dx
J = | — = it} %
' (k-0 & J (b-x)" (e

integrallar yaginlashuvchanlikka tekshirilsin.
« Ta’rifdan foydalanib topamiz:

l-a

dx ( dx l-a b
i m[""”’ ] =

p (x-a)* 1—a+0 : (x—a)* t—oa+0 3

= lim 1 [(b-0)" ~(t-a)'], (@ #1).

Bu limit o ga bog‘lig bo‘lib, & < 1 bo‘lganda chekli, demak, J;
xosmas integral yaqginlashuvchi, o> 1 bo‘lganda esa cheksiz bo'‘lib,
J, xosmas integral uzoglashuvchi bo‘ladi.

o= 1 bo‘lganda

. b b
2 = lim | £ = lim (In(x - a))
t

X-a r—-a+0 ' X-a t=sa+0
a

bo‘lib, J, integral — uzoqlas;huvchi.
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b
dx
= |- ’ (c:>0)
4 a(x‘“)u

ganda yaqinlashuvchi, .2 1 bo‘lganda uzoglashuvchi

al au< 1 bo'l

di shunga o‘xshash ko‘rsatish mumkin,

dx
= , (>0)
%2 { (b-x)* (
< 1 bo‘lganda yaqinlashuvchi, a2 1 bo‘lganda uzoglashuvchi

:ida keltirilgan ta’rif va misollardan chegaralanmagan funk-

i i —46- ma’ il o‘rganil-
o xosmas integrali ham 43—46- ma rpzalarda batafsi .
s .: i chekfiz (cheksiz oraliq bo‘yicha) xosmas integral kabi
ko‘ramiz. o _
i e'tiborga olib, chegaralanmagan fukmyamqg xosmas !nteg-
gi tushuncha va tasdiglarni keltirish bilangina klfoya-'
imiz. Bunda [a, b) da berilgan va x =f uning maxsus nugtasl
'-'j'l' an f(x) funksiyaning xosmas integrali I [(x)dx ni garaymiz.
'3°. Yaqinlashuvchi xosmas integralning sodda xossalari.

b
If (x)dx integral yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda
a

b
[rdx, (@<c<b)
al ham yaginlashuvchi bo‘ladi va aksincha. Bunda

b ¢ b
[ £ = [ fl0de ] £

b
) Agar If (x)dx integral yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda

. ham (c = const) yaqginlashuvchi bo‘lib,
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sralning yaginlashuvchi bo‘lishi uchun ve > 0 son olinganda ham
ay & >0 son topilib, hb-8<t' <b, b-8<t"<b tengsizlik-
ganoatlantiruvchi ixtiyoriy ¢’ va t” lar uchun

fif (x)dx

b

b
Ic-f(x)dx = c-If(x)dx, (¢ = const)

bo‘ladi.
<€

n
3) Agar If (x)dx integral yaginlashuvchi bo‘lib, Vx € [a,b) da

Zlik bajarilishi zarur va yetarli.
. Manfiy bo‘lmagan funksiyaning xosmas integrallari. Aytaylik,
funksiya [a, b)da berilgan (b nuqta shu funksiyaning maxsus

tasi) bo'lib, Vx e [a,b) da f(x) 20 bo'lsin.
teorema. Ushbu

f(x) 20 bo‘lsa, u holda

T f(x)dx 20

bo‘ladi.
b b b
4) Agar If (x)dx va jg(x)dx integrallar yaginlashuvchi bo‘lsa, I fdx

]
s psmas integral inlashuvchi bo‘lishi uchun V1t .b) da
u holda [(f(x)+g(x))dx integral ham yaginlashuvchi bo'lb, i " L
¥ F(t) = If(x)dx < C, (C =const)

zlikning bajarilishi, ya'ni F(7) funksiyaning yugoridan chegara-

b b b
_[(f(x) + g(x))dx = If(x)dx + jg(x)d_x
« a a n bo‘lishi zarur va yetarli.

bo‘ladi.
| Natija. Agar F(1) = If(x)dx, (Vt € (a, b)) yugoridan chegara-

b b ﬁ
5) Agar jf (x)dx va jg (x)dx integrallar yaginlashuvchi bo‘lib, ]- §
Vxe[a,b) da f(x)<g(x) bo‘lsa, u holda J : pan bo‘lsa, u holda Jf (x)dx xosmas integral uzoglashuvchi

b b
[ Feodx < [ gxyd aqqoslash teoremalari. Faraz qilaylik, £ (x) va g(x) funksiyalar
boladi a a ) da berilgan bo'lib, b nuqta shu funksiyalarning maxsus nugtalari
o‘ladi. n.
4°. Xosmas integralning yaqinlashuvchanligi. F Havli
funksiya [a, b) da berilgan bo‘lib, b g Bariz iy, f(x}
nugtasi bo‘lsin. ib, b nuqta shu funksiyaning maxsus
1- teorema. (Koshi teoremasi.) Ushbu

y . b

- 3- teorema. Agar Vx e [a,b) da 0 < f(x) < g(x) bo'lib, Ig(x)dx
b a

inlashuvchi bo‘lsa, I f(x)dx ham yaginlashuvchi bo‘ladi,

BN b
(x)dx uzoglashuvchi bo'lsa, [ g(x)dx ham uzoglashuvehi bo‘ladi.

. b
If (x)dx
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4- teorema. Aytaylik, f(x) 20, (g(x) 20), x € [a,b) funksiyalar
uchun

lim £ -k
x—b-0 g(x)
bo‘lsin.
b b
Agar k < +e bo‘lib, _[ g(x)dx yaqinlashuvchi bo‘lsa, _[ S(x)dx
ham yaqinlashuvchi bo‘ladi,
b b
Agar k > 0 bo‘lib, Ig(x)dx uzoglashuvchi bo‘lsa, J f(x)dx

ham uzoglashuvchi bo‘ladi.
Natija. Yuqoridagi 4- teoremaning shartida 0 < k < +e= bo‘lsa, u

b b
holda j f(x)dx va _[g(x)dx integrallar bir vaqtda yoki yaqinla-

shuvchi, yoki vzoglashuvchi bo‘ladi.
Natija. Agar x o‘zgaruvchining b ga yetarlicha yaqin qiymatlarida

f0)= 25 (@>0)

bo‘lsa, u holda:

1) ¢(x) < C <+ va o <1 bo‘lganda jf(x)dx integral — yaqgin-
lashuvchi, :

2) ¢(x)2C >0 va a21 bo‘lganda j-f(x)dx integral uzogla-
shuvchi bo‘ladi. y

Ly
5- misol. Ushbu _[ %ii——x dx integral yaginlashuvchanlikka tekshi-
0 -X

~  Integral ostidagi funksiya
) 2y costx
f(x) — FDS_ = —
-x (1)
1 S5z
o'lib, vxe[0,1) uchun (x)= cos? x<1, a= <l bo ladI:
sridagi natijadan foydalanib berilgan integralning yaginlashuvchi
yo'lishini topamiz.
| ! -
F xdx . ; . silsi
X isol. Ushbu integral yaqinlashuvchanlikka tekshirilsin.
6- misol “[ T
1

* « Ravshanki, quyidagi I—ﬁ—; xosmas integral yaginlashuvchidir.
] 0
adi ushbu

X
" __liz
=
1-x
X
' - IR = gy gy (o T
itn hlwblaym]z: xl—lurll}[)__ l_“' Hi xEI[l}Qx [—xz Ji ;
J1-x

U holda yugoridagi natijaga ko‘ra berilgan xosmas integralning
inlashuvchi ekanini topamiz. P o _

7°. Xosmas integralning absolut yaginlashuvchanligi. Aytaylik,
) funksiya [a, b) da berilgan bo‘lib, b nuqta shu funksiyaning

: us nugtasi bo‘lsin. (Bunda Vxe [a,b) da f(x)20 bolishi
- shart emas).

1] . b .
~ Rayshanki, ushbu Jl]f (x)ldx integral manfiy bo‘lmagan funksiya-
N ‘ning xosmas integrali bo‘ladi.

b
%})— teorema. Agar _[]f (x)dx integral yaginlashuvchi bo‘lsa, u

b
™ If (x)dx integral ham yaginlashuvchi bo‘ladi.
a
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b b
6- ta’rif. Agar I| f(x)dx integral yaginlashuvchi bo‘lsa, If (x)dx
absolut yaginlashuvchi integral deyiladi.

b b
Agar I]f (x)dx integral uzoqlashuvchi bo‘lib, If (x)dx yaqin-
a a

b
lashuvchi bo‘lsa, I f(x)dx shartli yaginlashuvchi integral deyiladi.

8°. Xosmas integrallarni hisoblash. Faraz qilaylik, f(x) funksiya
[a, b)da uzluksiz bo‘lib, uning F(x) boshlang‘ich funksiyasi x — b-0
da chekli limitga ega bo‘lsin:
urb%F(x) = F(b).

U holda
]

b 1
Jf(x)dx= x“_,ﬂ,j“"‘”"* xl_iin_ulf(r)- F(a)]=F(b)- F(a) = F(x)

a

bo‘ladi. Bu Nyuton—Leybnits formulasi deyiladi.

Aytaylik, u(x) va v(x) funksiyalar [a, b) da berilgan va shu oraliqda
uzluksiz #’(x) va v’(x) hosilalarga ega bo‘lib, b nugta v(x)-u'(x)
hamda u(x)-v’(x) funksiyalarning maxsus nuqtalari bo‘lsin.

Agar:

b
1) J'v(x)du(x) integral yaqinlashuvchi;

2) Ushbu X&Eﬂ u(t)-v(r)

b
limiti mavjud va chekli bo‘lsa, u holda Ju(x)dv(x) integral yaqin-

lashuvchi va
b

ju(x)du(x) = u(x)v(x)

a

bo‘ladi, bunda u(b)-v(b) = ,,1_'1,‘,&. u(r)-v(e).

b b
- [v(x)du(x) (3)

332

1
(xr_ﬁ_ﬂ)dx i hisoblansin.
7- misol. Ushbu | ——= integral hiso

- 1 '
« Bu integralda u(x) = x +1, duv(x) = m dx deb olinsa,

du(x) = dx, v(x)=3(x- 1)’ va

u(x)-v(x)

1 n
=(x+l)*3(x—1)3' =3,
8 0

1 1 4
jv(x)du(x) - _[3(x 1) dx = %(x —1)? \
0 0
(3) formulaga ko‘ra

‘ (x+1)dx =3_(_‘£)= 21

1
Iu(X) " dv(x) ="[ W 4 4

0

-
. 4

Ll " b
Quyidag [ fodx
s integralda (b — maxsus nuqta) x = ¢(z) almashtirish bajaramiz,

@(2) funksiya [o, B) oraligda uzluksiz ¢'(z) > 0 hosilaga ega hamda
o(o) = a, o(P) = lim () =b.

B
! | ro@)e'@)dz
« b p
al yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda I f(x)dx integral ham yagin-

h! bo‘lib’
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F(o,a) = J'f(x)dx+ j S (x)dx

c+a’

b B
[ Fx)dx = [ Flo(2))0'(2)dz

boladi. '_.n siya o =0’ bo'lib, & » 0 da chekli limitga ega bo‘lishidan

1 - . [} . . . -
- i i inlashuvehi bo‘lishi kelib chiqa-
8- misol. Ushbu J-a-:ﬁ—& integral hisoblansin. (x)dx xosmas integralning yaq
“ 0

: i rermaydi. Masalan,
<« Bu integralda x = ¢(z) = z* almashtirish bajaramiz. Ravshanki, ‘---

) o-a b
x =2z’ bu funksiya (0, 1] oraligda x’ =2z >0 hosilaga ega va u ' Fliga)= J’ & [ & (g<c<h)
uzluksiz bo‘lib, 9(0) =0, ¢(1) =1 bo‘ladi. ? R L
1 1 =ao bo‘lsa,
Unda j o 2‘& =2arctgz| =2 T-T poladi. » a
0 (11—1}\/; s 1+22 0 4 2 - b e i il bp
9°, Chegaralanmagan funksiya xosmas integralining bosh giymati. ur -[ P :'! 3 x-c|  c¢-a
Faraz gilaylik, f(x) funksiya [a,b]\ {¢} da berilgan bo'lib, ¢ nuqta L ‘
(a < c < b) shu funksiyaning maxsus nugtasi bo‘lsin. plirog :
Ma'lumki, ushbu ) d dx be ;2
F(u,a)- ;c-x—c*‘ }—;-I“C‘,‘,*l“
a c+a’

lib, & —» 0, o’ — 0 da uning limiti mavjud emas, ya’ni

b
fo—, (a<c<b)

Xx-c

lim[ j f(x)dx + j f(x)dx]

w'=0

limit chegaralanmagan f (x) funkmyaning xosmas integrali deyilib, u
chekli bo‘lsa,

a

l I f(x)dx + J- i & (x)dr] j f(x)dx s integral yaqinlashuvchi emas.
u —)0

b

Fo,o) = J’ f(x)dx+]' f(x)dx

e+’

ng limiti mavjud va chekli bo‘lsa, u holda j f(x)dx xosmas

xosmas integral yaginlashuvchi dcyﬂar edi. Bunda o va o o‘zgaruv-
chilar ixtiyoriy ravishda nolga intiladi deb garaladi.

b
Xususan, _[f (x)dx xosmas integral yaginlashuvchi bo‘lsa,

a Whh qiymat ma’nosida yaginlashuvchi deyxhb,

[J fdx+ | f(x)dx] jf(x)dx 34 )
1133[] fydx+ | f(x)dx]

c+o
biroq
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jvaning limiti jud bo‘lsa,
limit esa J f(x)dx xosmas integralning bosh giymati deyiladi. Uni Ma'lumki, 1 = a+0 da F(t,7) funkiyaning limiti mav]

ni chegaralanmagan funkstyanmg xosmas integrali deyilib,

b
v.p.[ f(x)dx [ f(x)dx
kabi belgilanadi. Demak, -_:;._;.-F- belgilanar edi:
b c-a b T , IR dx . 1)
v.p.[ f(x)dx = }g[ [ rax+ [ fixyax|. [ £dx = lim F(t.0)= ,‘.‘,ﬂ’lu!f"‘) (

ylik, £(x) funksiyaning (a, T} oraliq bo‘yicha xosmas integrali
Mashgqlar Tl "

f(x)dx mavjud bo‘lsin. Ravshanki, bu integral T ga bog'liq bo‘ladi.

;5 A . 2 1
1. Ushbu integral hisoblansin.
-jl 1-? Agar T —> +oo da I f(x)dx ning limiti mavjud bo' Isa, bu limit

n

f(x) funksiyaning (4, % ) oraliq bo'yicha xosmas integrali deyilib,
2. Ushbu jln sin xdx integralning yaqginlashuvchanligi isbotlan-

b uhi I f(x)dx kabi belgilanar edi:
sin, giymati topilsin. .

3. Ushbu J' If(x)dx = lim If(x)dx. )

a
u) va (2) munosabatlardan topamiz:

— integral yaginlashuvchanlikka tekshirilsin.
Jx +an:lg x

48- ma’ruza
Xosmas integrallarning umumiy holi

1°. Chegaralanmagan funksiyaning cheksiz oraliq bo‘yicha xosmas
integrali tushunchasi. Faraz gilaylik, f(x) funksiya (@, +) oraligda
berilgan bo‘lib, a nugta uning maxsus nugtasi bo‘lsin. B inlashuvchanligi. Ravshanki,
Ayni paytda, bu funksiya istalgan chekli [f, t] (a <1 < T < +=) z. J x*le™*dx integral va uning yaq
oraligda integrallanuvchi, ya’ni

j £(x)dx = lim _lim j f(x)dx. 3)

13400 1 —2a+0

" . .I % &3) munosabat chegaralanmagan funksxyanmg cheksiz oraliq
bo  xosmas integralini ifodalaydi.

bu Wﬂ ga bog'liq. a < 1 bo‘lganda x =0 nugta integral ostidagi
B Hu maxsus nugtasi bo‘ladi. Demak,

If(x)dx = F(1,1)

integral mavjud bo‘lIsin.
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integral chegaralanmagan funksiyaning cheksiz oraliq bo‘yicha xosmag
integrali.
Qaralayotgan integralni quyidagicha

Tx”" e *dx » jlx"“' e *dx + T x* e * dx
0 0 1

ko‘rinishda yozib, tenglikning o‘ng tomonidagi integrallarning har
birini alohida-alohida yaginlashuvchanlikka tekshiramiz.

I
Ushbu _[x""' e *dx integralda, integral ostidagi funksiya uchun
0

i 1 = =
& LA T i
e X +
tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi. Ma’lumki,
1

[

0

integral 1 —a <1, ya’ni @ > 0 bo‘lganda — yaginlashuvchi, 1 -ag>1.
ya’ni a < 0 bo‘lganda — uzoglashuvchi. Demak,

, 0<x<1)

1 1
" dx
Jx""e *dx va Jl""l"_;
X
0 0

i
xl-a

. o
integrallarda e s

1
bo'lib, @ > 0 bo'lganda [
0

tagqoslash haqidagi teoremaga ko‘ra a > 0 bo‘lganda

J xc—l =X

integral yaginlashuvchi bo* ladl

integral — yaqinlashuvchi. Unda

Endi I xe™* dx
1

integralni yaginlashuvchanlikka tekshiramiz.
338

Tx“"e“"dx va T‘l_z'dx
i 1

X

4o
ni qaraylik. Ravshanki, j ;li-dx integral yaginlashuvchi.

lim *7€" = lim x;xl = 0 bo'lganligi sababli, 44- ma’-

Xpioo

2 keltirilgan tasdigqa ko‘ra [ x“”'¢ *dx integral @ ning ixtiyoriy

0
ida yaqinlashuvchi bo‘ladi.

R

1ak, berilgan Ix e *dx integral a > 0 bo‘lganda yaqin-
chi bo‘ladi.

3, ‘.]x"" (1-x)"" dx integral va uning yaqinlashuvchanligi.
2

ategraldagi integral ostidagi funksiya uchun:
1, h21 bo‘lganda x = 0 maxsus nuqta;
1, b <1 bo‘lganda x = 1 maxsus nuqta;
-1, b<1 bo‘lganda x= 0, x = 1 nuqtalar maxsus nugtalar

| integralni quyidagicha yozib olamiz:
1

. : 1
A=-x)dx= Ix““‘(l —x)dx + Ix“'l (1-x)""dx.
Y n 1

| -

1 xa_lu_x)b..] B xa-1 a1 _x)b—l _
!‘123—;‘;_1——* =1, x—1 (l—Jc)‘:'“l

47- ma’ruzada keltirilgan tasdigga ko‘ra

x*1(1-x)*"dx bilan | x*'dx,

O eyt | =
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1 1

Ix"" (1-x)* dx bilan j(l —x)" 1 adx
1
3

2

integrallar bir vaqgtda yoki yaqinlashadi, yoki uzoglashadi.
1

2
Ma’lumki, @ > 0 bo‘lganda jx"‘ldx integral yaginlashuvchi,
0

b > 0 bo‘lganda

1
J'(l —x)*dx
g

integral yaginlashuvchi bo‘ladi. Demak, a > 0 bo‘lganda
1

2
Ixa-l (1- x)b—l dx
0
integral yaqginlashuvchi bo‘ladi, » > 0 bo‘lganda

1
Ixa-l (l £ x)b-l dx
A

2
integral yaginlashuvchi bo‘ladi. Shunday qilib, berilgan

1
Ixa—l (1 i x)b—l dx
0
xosmas integral @ > 0 va b > 0 bo‘lganda yaginlashuvchi bo‘ladi.

Mashglar

X

4oo
1. Ushbu j
i)

Inx

2. Ushbu 5

.9‘——\'5

1+x
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a-1
¥ dx integral yaginlashuvchanlikka tekshirilsin.

dx integral yaginlashuvchanlikka tekshirilsin.

11-BOB
SONLI QATORLAR

49- ma’ruza
~ Sonli qatorlar va ularning ynqil.llashuvc_hnnhgl. .
rinlashuvchi gatorning xossalari. Koshi teoremasi

b
1d

A Sonli qator tushunchasi. Faraz qilaylik,

o {ﬂ"}: a],02 ,03,...,0,”... -
siaiy sonlar ketma-ketligi berilgan bo‘lsin. Ular yordamida ushbu
b a + 0+t Gt (D

fani hosil gilamiz. (1) ifoda sonli gator, gisqacha gator deyiladi va
. kabi belgilanadi:

ia" =a +a; +& +ot @yt
n=1

i PN R R sonlar gatorning hadlari, a, esa gator-
umiy hadi (yoki n- hadi) deyiladi.
¥ ’

S,=a+a+..ta, (n= 4,2,3.)

1) qatorning n- qismiy yig ‘indisi deyiladi.
(1) qator berilganda har doim bu gatorning gismiy yig in-
iborat ushbu {S,}:

85 835555 ooy Opoore

cetlikni hosil gilish mumkin. Masalan,

wr

gl
Yyt ot—Tt.
SR T
gismiy yig‘indisi
o 1 1 1
S T S e I e e
Sh=i2t33734 n(n+l)

TR 1__1_)= L o B
'5)+(F2"_§)+(§_Z)+'"+(H n+l ' nel - ml
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bo‘lib, ulardan tuzilgan {S,} ketma-ketlik

2
374777 pal’

B | -
Wbk

bo‘ladi.
.I- ta’rif. Agar n— o da {S,} ketma-ketlik § ga (Se R)
yaqinlashsa, (1) gator yaginlashuvchi deyiladi, S uning yig ‘indisi deyiladi:

lim 5, =S, S=§q,,

Agar {S,) ketma-ketlik chekli limitga ega bo‘lmasa (limit mavj
bo‘lmasa yoki cheksiz bo‘lsa), (1) gator uzeglashuvchi deyiladi.avmd
1 ] 1

; g
Tl A ém'ﬁ+ﬁ+--'+m+-~ qator

uchun S, =1- 1 bo'lib,
1+n

tim S, = lim(1- 1))

o ‘u—u- N—pee n+l

bo‘ladi. Demak, berilgan gator yaginlashuvchi va uning yig‘indisi
- |

1 gateng 2, o

n=1

2- misol. Quyidagi Y m=1+2+3+...+ n+... qator uzoglashuv-
n=1

chi bo‘ladi, chunki S, =l+2+3+...+n="(';"1) uchun lim S, = +<=.
n—pee

3-misol. Ushbu Y (1) =1-1+1-1+...+(-1)"" +... qator
m=1

uchun

0, agar n - juft son,

S,,=1—1+l-1+...+(—1)’”'={
1, agar n- tog son

bo‘libu n — o da limitga ega emas. Demak, berilgan gator uzoglashuvchi.
342

4- misol. Ushbu
iaq‘“’ —a+ag+aq’ +..+aq"  +.., (@ae R, qe R)
=]

ator yaqinlashuvchantikka tekshirilsin.
"~ 4 Odatda, bu geometrik ator deb yuritiladi. Berilgan gator uchun

S, —a+aq+ag’ +..+aq"" =%, @=#1)

y i e a < .
lg)<1 bo‘lganda lim S, = 7 bo‘ladi.

n—poc

" Demak, bu holda geometrik gator yaginlashuvchi va uning yi-

i —— gate
[, Bateng
Agar g > 1 bolsa lim S, = os,
i
= | bo‘lsa, lim S, = limna-— 00

lib, bu hollarda berilgan gator uzoglashuvchi bo‘ladi.
-1 bo‘lganda esa {S,} ketma-ketlik limitga ega emas. Demak,
bu holda ham gator uzoglashuvchi bo‘ladi.

Shunday gilib, geometrik gator lg| <1 bo‘lganda yaginlashuvchi,
lg| >1 bo‘lganda uzoglashuvchi bo‘ladi. »

2°. Yaginlashuvchi qatoriarning xossalari. Aytaylik, biror

L Y g, =a+a+. a )
' - =1
qator berilgan bo‘lsin.
¥ “'_' ! oa
~ Ushbu % 4, =+ ey i ®
3 ) n=m+1
4 ﬂ‘(bunda m — tayinlangan natural son) (1) gatorning qoldig'i

~ I-xossa. Agar (1) qator yaginlashuvchi bo‘lsa, (2) gator ham
' shuvchi bo‘ladi va aksincha; (2) gatorning yaginlashuvchi bo‘li-
1 (1) qatorning yaginlashuvchiligi kelib chigadi.
. (1) qatorning gismiy yig‘indisi
- S,=a +a +...+ 0y,
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(2) gatorning qismiy yig‘indisi
Mﬁm) SOy + Ayt Ay

lar uchun Spn = Sy + M™

bo‘ladi. . N
Aytaylik, (1) qator yaqginlashuvchi bo‘lsin. Unda k — « da §

chekli hmi'tg_a ega bo‘lib, (3) munosabatga ko‘ra k — «~ da MT;’;

ham chek!] limitga ega bo‘ladi. Demak, (2) gator yaqinlashuvchi’f
A?tayhk, (2) qator yaginlashuvchi bo‘lsin. Unda k — e« da M/

chekli limitga ega bo‘ladi. Yana (3) munosabatga ko‘ra k — « da Sk

m+n

ham chekli limitga ega bo‘ladi. Demak, (1) gator yaginlashuvchi. p

Za,, =q+a+..+a, +..
n=1

qator yaqinlashuvchi bo'lib, uning yig‘indisi S ga teng bo‘lsa, u holda

2- xossa. Agar

Zc-a. =CG+C- QG +..+C-Q, +...

n=|
gator ham yagqinlashuvchi va uning yig‘indisi ¢ - § Iadi
; at ¢
bunda ¢ # 0 — o‘zgarmas son. ga teng bo‘ladi,
3- xossa. Agar
Zlan SO +a it ¥, Eb,, =h+by+.th +..

gatorlar yaginlashuvchi bo‘lib, ularni io‘indisi ,
S, ga teng bo‘lsa, u holda ng yig‘indisi mos ravishda §, va

Z;(a,,+b,,)=(a, +h)+(a +b)+...+(a, +b,) +...

qatozr han; yaqinlashuvchi va uning yig‘indisi S, + 5, ga teng bo‘ladi
- va 3- xossalarning isboti sonli qatorlar va ularni i .
chanligi ta’rifidan bevosita kelib chiqadi. e

4- xossa. Agar Zan=ﬂ1+ﬂz  AC 3 AT T
n=1
qator yaginlashuvchi bo‘lsa, n — ~ da a, nolga intiladi:
"H_rp“ a, =
344

<« Aytaylik, zﬂ,. qator yaginlashuvchi bo‘lib, uning yig‘indisi
1 n=1

§ ga teng bo‘lsin: Ta'rifga binoan

" lim S, = lim(aq +a, +..+a,)=S.

Ravshanki, a, = S, — S, bo‘ladi. Keyingi tenglikdan topamiz:
lima, = lim(S, -S,4,)=5-5=0. >

Eslatma. Qatorning umumiy hadi a, ning n — e da nolga
dan uning yaginlashuvchi bo‘lishi har doim kelib chiqgaver-

§i. Masalan, ushbu
o | 1 1 |

—_—= + ... s
pI5 et A A
gatorning umumiy hadi @, = # bo'lib, u n — e da nolga intiladi.
Ammo bu gator uzoglashuvchi, chunki

4 11 1 I
= , 2 =

| S, =1+ 5B + 5 +.nt T n i Jn
ketma-ketlik n — o da +e ga intiladi: lim S, = e
~ Yugorida keltirilgan 4- xossa qator yaginlashuvchi bo‘lishining

zaruriy shartini ifodalaydi.
- 5-xossa. Aytaylik,

Nt Za,, =a + G +..t0F.. eV
n=1

ator berilgan bo‘lsin. Bu qatorning hadlarini guruhlab quyidagi
(“1+“2+---+ﬂq)+(“m+1+“m+z+---+“nz)+--- (4)

~ gatomi hosil gilamiz, bunda #; <, <... bo'lib, {} — natural sonlar
- ketma-ketligi {n} ning gismiy ketma-ketligi.

Agar (1) gator yaginlashuvchi bolib, uning yig‘indisi S ga teng
u holda (4) gator ham yaginlashuvchi va yig‘indisi S bo‘ladi.
(1) qator yaginlashuvchi bo‘lib, yigindisi § ga teng bo‘lsin. U

1
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n—ocdas, =qg+a+..+a,->S
bo‘ladi.

Aytaylik, (4) gatorning gismiy yig‘indilaridan iborat ketma-ketlik
{S,, } bolsin (k=1, 2, 3, ...). Ravshanki, bu ketma-ketlik {,} ketma-
ketlikning gismiy ketma-ketligi bo‘ladi. Ma’lum teoremaga ko‘ra

k—>edas$, -5

bo‘lath Demak, (4) gator yaginlashuvchi va uning yig‘indisi S ga teng. »-
3°. Qatorning yaginlashuvchanligi. Koshi teoremasi. Faraz qilaylik,

Za,, =g+t +...+a, +...
n=]

qator berilgan bo‘lsin, Ma’lumki, bu gatorning yaginlashuvchanligi
ushbu

S, = +a+..+a,, (n=1273,.)
ketma-ketlikning #n — = da chekli limitga ega bo‘lishidan iborat.

9- ma’ruzada sonlar ketma-ketligining chekli limitga ega bo‘lishi
hagida Koshi teoremasi, ya’ni {S5,} ketma-ketlikning n — o da chekli
limitga ega bo‘lishi uchun

ve>0, Ime N, Va>ny, Yme N da |, -5, <e
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli ekani keltirilgan edi.

Bu tushuncha va tasdigdan Zan qator yaginlashuvchiligini
n=l
ifodalaydigan quyidagi teorema kelib chiqadi.
Teorema. (Koshi teoremasi.) Ea,. qator yaqginlashuvchi bo‘lishi

n=l

uchun Ve >0 son olinganda ham shunday n, € N topilib, Yn > n,
vam=1, 2, 3, ... bo‘lganda

'Smm = Snl e lam-l +Qy t
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

+ Q| <€ (5)

Esfatma. Agar Z a, qator uchun (5) shart bajarilmasa, ya’'ni
n=1
ey >0, Vke N, Anzk, 3me N
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Wpst + Gz + oo+ Onem| 2 €0 (6)

bo‘lsa, u holda 3.4, qator uzoglashuvchi bo‘ladi
’ n=1

5- misol. Ushbu
Csinn _sinl _ sin2 sin n
< 'T+z-2+"'+ = + .
mumshmcmmnumm

_ Q Bu qator uchun Koshi teoremasidagi (5) shartning bajarilishini

in(n+1) srn(n+2) ddahg .

| ?ﬂ 2l+2 Qm 24”] 24"2 Q+m ]_% b
"Agar Ve > 0 songa ko‘ra nm, =[-log, €]+ 1 deb olinsa, u holda

lar uchun

sm( n+ l.) sm( n+2) sig( (n+ m)
2;|+l 2n+2 e Qnem

Demak, berilgan qator yaginlashuvchi. »

:'Z.E"_ vam=1,2,3, ..

<t

:_ 1 1 ]
- 1+2+3+ e (7)

n n=1

@tor yaginlashuvchanlikka tekshirilsin.
R | 59=% va ixtiyoriy ke N uchunn =k, m = k bo‘lganda

1
1 1 -+ +_l_>_l--k=5=£{,

1 O TG B
T kel k2 T2k 2%

+ o+ —
n+2 n+m

shartga ko‘ra (7) qator uzoglashuvchi bo‘ladi. »
a, (7) qator garmonik qator deyiladi. Demak, garmonik

qlashuvchi qator ekan.




Mashgqlar

) n-l

1. Ushbu 2 x?

n=l 1-x
botlansin, yig‘indisi topilsin.

(x # +1) gatorning yaginlashuvchanligi is-

m?

2.Agar )4, (4,20,n=1,2,3,..) qator yaqinlashuvchi bo‘l-

n=1

sa, u holda Z ﬂ,f gatorning ham yaqinlashuvchi bo‘lishi isbotlansin.
n=1

50- ma’ruza
Musbat hadli gatorlar

1°. Musbat hadli qatorlar va ularning yaginlashuvchanligi. Faraz
gilaylik,

-
za,,=al + @+t @ +i. (1)
n=1

gator berilgan bo‘lsin.
Agar bu qatorda a, 2 0, (Vne N) bo'lsa, (1) musbat hadli gator
deyiladi.
Musbat hadli qatorlarda, ularning gismiy yig‘indilaridan iborat
{S,} ketma-ketlik o‘suvchi ketma-ketlik bo‘ladi. Hagigatan ham,
Su=q+a+..+a,+a,,=85,+a,,28,.
1- teorema. Musbat hadli

Ean =g +a+..+a,+..
n=|

gatorning yaginlashuvchi bo‘lishi uchun

{S,}={a +ay +..+a,}, (n=1,2,3,..)
ketma-ketlikning yuqoridan chegaralangan bo‘lishi zarur va yetarli.
<« Zarurligi. (1) qator yaqginlashuvchi bo‘lsin. Unda n — e da
{S,} ketma-ketlik chekli limitga ega bo‘ladi. Yaqginlashuvchi ketma-
ketlikning xossasiga ko‘ra {S,} chegaralangan, jumladan, yuqoridan
chegaralangan bo‘ladi. '
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iligi i i langan bo‘lsin.
Yetarliligi. {S,} ketma-ketlik yuqo.n_dan t':heg.ara i
: mong:on ketma-ketlikning limiti haqidagi teoremaga ko‘ra
} ketma-ketlik n — e da chekli limitga ega bo‘ladi. Demak, (1)
gator — yaginlashuvchi. »

- Eslatma. Agar i“n =a+a -+t t. musbat hadli ga-
n=1 . .
uning gismiy yig‘indilaridan iborat {S,} kctma-kqthk‘yqundan
’ alanmagan bo‘lsa, u holda qator uzoqlashuvchl.bo la_dl.
" 9°. Musbat hadli qatorlarda tagqoslash teoremalari. Ikkita

Za,, =a +aG+.. 0t Zb,, =b+b +..+b +.

n=1 n=1

‘musbat hadli qatorlar berilgan bo’lsin.

2- teorema. Faraz qilaylik, Za,, va Zb,, gatorlar uchun
n=|

n=1

a, < b, (¥))

ak §) ib,. qgator yaginlashuvchi bo‘lsa, Za,, gator ham yaqin-
1 n=1 n=1

lashuvchi bo‘ladi; s

2) ia,, gator uzoglashuvchi bo‘lsa, 2 b, gator ham uzogla-

. =1 n=l
- shuvchi bo‘ladi.
‘ < ia, va 2 b, qatorlarning qismiy yig‘indilari mos ravishda
n=1 n=1

' S, =a +a; +..+ 0, S =h+b+..th -
bo‘lsin. U holda (2) munosabatga ko‘ra quyidagiga ega bo‘lamiz:
S, s8; (3)

- Avtaylik, ib,. qator yaginlashuvchi bo‘lsin. U holda 1- teore-

[ I
4

. n=1 ‘ )
~ Maga binoan {5} ketma-ketlik yuqoridan chegaralangan bo‘ladi.
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Ayni paytda, (3) munosabatni e’tiborga olib, {S,} ketma- -ketlikning
ham yuqondan chegaralangan bo‘lishini topamiz. Yana 1- teoremaga

ko‘ra Za qator yaginlashuvchi bo‘ladi.

n=1
Aytaylik, Za,, qator uzoglashuvchi bo‘lsin. Unda (3) muno-
n=1 =
sabat va eslatmadan foydalanib, Zb,, gatorning uzoqlashuvchj
bo‘lishini topamiz. P a4

’ - . T . T
1- misol. Ushbu Zsm;:smi

. n " b1
+ Sin +...+58N—+...
o~ 27 2"

qator yaginlashuvchanlikka tekshirilsin.
<« Ravshanki, bu gator hadlari uchun

O<sin ™ <X, (n=1,2,3,..)
 yill e

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

Natijada berilgan gatorning har bir hadi yaqginlashuvchi Z 1',,
n=] <

qatorning (geometrik qatorning) mos hadidan kichik. 2- teoremaga
muvofiq berilgan qator yaqinlashuvchi bo‘ladi. »

3- teorema. Faraz gilaylik, musbat hadli Za,, va ib,, qator-
=] n=
larning umumiy hadlari uchun ’ l

lim % =K, (>0, n=12,..)

n—pe b

bo‘lsin. U holda:
1) K < 4o bo‘lib, Zb qator yaqginlashuvchi bo‘lsa, Za

gator ham yaqinlashuvchi bo‘ladi.

2) K> 0 bo'lib, Y b, qator uzoglashuvchi bo‘lsa, Y, @, qator

n=1 n=1
ham uzoglashuvchi bo‘ladi.
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« Aytaylik, K <+ bo'lib, Z b, qator yaginlashuvchi bo‘lsin.

n=1

hmb—-K=>V£>0 Inge N, Va>ny:

n

Ravshanki,
<e= (K-¢)b, <a, <(K+8)b,.

a

o Y g
b
Bundan esa i (K +¢)b, qator yaginlashuvchi bo‘lgani uchun 2- teo-

aga ko‘ra ia,, gatorning yaginlashuvchiligi kelib chiqishini

n=1

pamiz.
Aytayhk K > 0 bo‘lib, 2 b, qator uzoglashuvchi bo‘lsin.

n=l

Ravshanki, ll_l.l'l b K va 0 < K, < K bo‘lishidan Vn > n, € N

%:. > K, ya'ni b, < ;, a, bo'lishi kelib chigadi. 2-teoremadan

alanib, ia,, qatorning uzoglashuvchi bo‘lishini topamiz. P

iy Natija. Musbat hadli Ea,, va Zb,, gatorlar uchun

n=l n=1
im% = K, (0< K < 4=)
n—poo n

; u holda Za va Zb qatorlar bir vaqtda yoki yaginla-

'shuvchi bo‘ladi, yokj uzoqlashuvchl bo‘ladi.

misol. Ushbu

n=1

gator yaginlashuvchanlikka tekshirilsin.

E';momk gatorni garaymiz. Bu gatorlarnig umumiy hadlari uchun
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1
I+l

lim 2" = lim
N—pos _1 N—hee ].|.
n nn

bo‘ladi. Demak, berilgan gator uzoglashuvchi ekan. p

= lim

H —peo -J_

4- teorema. Aytaylik, musbat hadli Z a, va i b, qatorlar uchun

n=l n=l

i~ o)

n+l

bo‘lsin (a, >0, b, >0, n=1,2,3,..)..
U holda:

1) Zb,, qgator yaginlashuvchi bo‘lsa, Za,, qator ham yagin-
n=| n=|

lashuvchi bo‘ladi;

2) ) a, qator uzoglashuvchi bo‘lsa, > b, qator ham uzog-
n={ n=1

lashuvchi bo‘ladi.

4 Faraz gilaylik, Za, : ibﬂ qatorlar (a, >0,b, >0, n=1,2,3,...)

n=| n=1
uchun
Ani1 o by =
-a“‘.{_—a;'—, (n-—1,2,3,....)
tengsizliklar bajarilsin. Bu shartdan quyidagi munosabat kelib chigadi:
st W O, gél_.ﬁ.__..bﬂ
a @ 41 b b by ”

Keyingi tengsizlikdan topamiz:
< %1 b,, (n=1,2,3,..).

Aytaylik, Zb gator yaginlashuvchi bo‘lsin. Ravshanki, z 5

n=1
gator ham yaqmlashuvchl bo‘ladi. 2-teoremadan foydalamb
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1* a, qatorning yaqinlashuvchi bo‘lishini topamiz. Xuddi shunga

'l"xshash Z a, gatorning uzoglashuvchi bo‘lishidan Zb,, gatorning

n=| n=1
wzoglashuvchi bo‘lishi kelib chigishi ko‘rsatiladi. »
Yugorida keltirilgan teorema va misollardan ko‘rinadiki, musbat
hadli gatorning yaginlashuvchi yoki uzoglashuvchiligini bilgan holda,
lari bu gator hadlari bilan ma’lum munosabatda bo‘lgan (tagqos-
gan) ikkinchi musbat hadli qatorning yaginlashuvchi yoki uzogla-
shuvchiligini aniglash mumkin bo‘lar ekan.

1 zo h. Yuqorida keltirilgan teoremalar # ning biror n, qiymatidan
oshlab bajarilganda ham o‘rinli bo‘ladi.

Mashglar

- = 43
h 1. Ushbu Z Ir:;z—n qatorning yaginlashuvchi bo‘lishi isbotlansin.

, n=2

2. Ushbu z al—lm qatorning yaginlashuvchi ekani isbotlansin.

Inlan
ﬂ=r3

3.Garmonik gator Z ning qismiy yig‘indisi S, uchun ushbu
n=[
0<S,-Intn+D<1, (n22)
tengsizlik o‘rinli ekani ko*rsatilsin.

51- ma’ruza
Musbat hadli gatorlarda yaginlashish alomatlari

Musbat hadli qatorlar mavzusida bayon etilgan taqqoslash teore-
malaridan foydalanib, yaginlashish alomatlarini keltiramiz.
I°. Koshi alomati. Agar musbat hadli

Za,,=a1+a; +ot @+ (1)
n=1
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gatorda barcha n 21 uchun

{’Eéq‘:l ()

bo‘lsa, (1) gator yaginlashuvchi bo‘ladi;

2fa, 21 3)

bo‘lsa, (1) gator uzoglashuvchi bo‘ladi.
« Aytaylik, (1) gator hadlari uchun

;’fa <g<l
bo‘lsin. Ravshanki, bu tengsizlikdan
a,<q"
bo‘lishi kelib chigadi.
Demak, berilgan gatorning har bir hadi yaginlashuvchi geometrik
gatorning mos hadidan katta emas. Unda 50- ma’ruzadagi 2- teo-

remaga ko‘ra (1) gator yaginlashuvchi bo‘ladi.
Aytaylik, (1) gator hadlari uchun

ﬁzl,ya’ni a, 21
bo‘lsin. Bu munosabat berilgan qatorning har bir hadini uzoglashuvchi

Zl =141+ 41+
n=1

gatorning mos hadidan kichik emasligini ko‘rsatadi. Bu holda yana
o‘sha 2- teoremaga ko‘ra (1) qator uzoglashuvchi bo‘ladi. »
Ko‘pincha Koshi alomatining quyida keltirilgan limit ko‘rinishidagi
tasdig‘idan foydalaniladi.
Faraz qilaylik, musbat hadli (1) qatorda

lim %a, =k
n—reo
mavjud bo‘Isin. U holda :

1) k < 1 bo‘lganda (1) gator yaqinlashuvchi bo‘ladi,
2y k > 1 bo‘lganda (1) gator uzoglashuvchi bo‘ladi.

e 2
1 n
I- misol. Ushbu Z{%) qator yaqiniashuvchanlikka tekshirilsin.

n=1

nt
<« Bu qatorning umumiy hadi a, = (E:—;) bo‘lib, uning uchun
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J
{+-
bo'ladi. Rayshanki,  lim ( ) :
w[[+z]
h
Demak, & = ;1 <1, berilgan qator yaginlashuvchi ekan. »

1- eslatma. Koshi alomatidagi (2) va (3) tengsizliklar # ning
biror n, giymatidan boshlab bajarilganda ham tasdiq o‘rinli bo‘ladi.

2- eslatma. Koshi alomatining limit ko‘rinishidagi ifodasida
k=1 bo‘lsa, u holda (1) gator yaqginlashuvchi ham, uzoqlashuvchi
ham bo‘lishi mumkin.

2°. Dalamber alomati. Agar musbat hadli

Zaﬂ=al.+a2+...+a,,+.,, (1)

n=|

gatorda barcha »n > 1 uchun
Ay =
TSq«:l, (a,>0,n=1,2...) 4)

n

bo‘lsa, (1) gator yaginlashuvchi bo‘ladi;

f';_* 21, (a,>0,n=12..) (5)
bolsa, (1) qator uzoglashuvchi bo‘ladi.
< Aytaylik, (1) qator hadlari uchun

41
2 <g<l

bo‘lsin. Bu tengsizlikni quyidagicha

G o 4"
@ < e (g<1)

ko‘rinishda yozish mumkin,
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Ravshanki,
Y, (0<g<D)
n=1

qator (geometrik gator) yaginlashuvchi. 50- ma’ruzada keltirilgan 3-
teoremadan foydalanib, berilgan qatorning yaqginlashuvchi bo‘lishinj
topamiz.

(1) qator hadlari uchun E;L' 21 bo‘lganda (1) gatorning uzog-

n
lashuvchi bo‘lishini aniglash giyin emas. »
Dalamber alomatining quyidagi limit ko‘rinishidagi tasdig‘idan
foydalaniladi.

Faraz gilaylik, musbat hadli (1) gatorda }gn 333'— = d limit mavjud

n
bo‘lsin. U holda:
1) d < 1 bo‘lganda (1) qator yaginlashuvchi bo‘ladi,
2) d > 1 bo‘lganda (1) qator uzoglashuvchi bo‘ladi.

2- misol. Ushbu E% qator yaqinlashuvchanlikka tekshirilsin.

n=|
<« Berilgan gator uchun
n! (n+1)!

a, = —, Oy = W
e Gpyy _ (D)l _ 1
bo llb, a, (n+1)n+l_n! ( 1 r
I+~
n
bo‘ladi. Ravshanki, ~ fim=_1 =1

H—yea [1+l]'
n
Demak, d = % < 1, berilgan qator yaginlashuvchi ekan. P

3- eslatma. Dalamber alomatidagi (4) va (5) tengsizliklar n ning
biror n, giymatidan boshlab bajarilganda ham tasdiq o‘rinli bo‘ladi.

4- eslatma. Dalamber alomatining limit ko‘rinishidagi ifodasida
d=1 bo‘lsa, u holda (1) gator yaginlashuvchi ham, uzoglashuvchi
ham bo‘lishi mumkin.
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3°. Integral alomat. Faraz qilaylik, musbat hadli

Za, =g +a,+..+a,+..
n=1
berilgan bo‘lsin. Ayni paytda, [I,+s) oraligda berilgan f(x)
a quyidagi shartlarni ganoatlantirsin:
. 1) f(x) funksiya [I,+) da uzluksiz,
~ 2) f(x) funksiya [1,+e) da kamayuvchi,
' 3) Wxe[l,+) da f(x)20,
M =a,, (n=1,23,..).

n=1 n=1
‘Yuqoridagi shartlardan foydalanib, n < x < n+1, (ne N) bo‘lganda

f(n) 2 f(x)2 f(n+1), ya'ni g, 2 f(x) 2 a,,,
lni topamiz. Keyingi tengsizlikni [n, n +1] oraliq bo‘yicha
allash natijasida
h+]

| 7(x)dx < q, ©)

n

Ay s
bo'lishi kelib chigadi.

~ Endi berilgan Za,, =z f(n) qator bilan birga ushbu
'3 n=1 n=|

e M4l

2 | Foax @)

qatorni garaymiz. Bu gatorning qismiy yig‘indisi
n k+l n+l

Y [ rode= | rooax
k=1 & ]

_ Avtaylik, Ax) funksiya [1,+e) oraligda f(x) funksiyaning boshlan-
&ich funksiyasi bolsin: F'(x) = f(x).




Uni quyidagicha
F(x)= j f(ndt, FQ)=0
1

ko‘rinishda ifodalash mumkin. Natijada
n k+1

3 j f(x)dx = F(n+1)

k=1 k

bo‘ladi.

Agar n — o da F(nt1) chekli songa intilsa, (bu holda (7) gator-
ning gismiy yig‘indisi chekli limitga ega bo‘ladi) unda (7) qator —
yaginlashuvchi.

H
Binobarin, j f(x)dx, (n=1,2,3,..) ketma-ketlik yuqoridan
1

chegaralangan bo‘ladi. (6) munosabatga ko‘ra berilgan qatorning gismiy
yig'indilaridan iborat ketma-ketlik yuqoridan chegaralangan bo‘lib,
musbat hadli gatorlarning yaginlashuvchanligi hagidagi teoremaga

muvofiq berilgan 2 a, qator yaginlashuvchi bo'ladi.
n=1

Agar n—co da F(n+l) e bo‘lsa, berilgan gator uzogla-

shuvchi bo‘ladi.
Shunday qilib, quyidagi integral alomatga kelamiz.

Integral alomat. Agar lim F(x)=b
X—+4oa
bo'lib, b chekli son bo‘lsa, " a, gator yaginlashuvchi bo‘ladi, b= e
n=1

bo‘lsa, Y a, qator uzoglashuvchi bo‘ladi.
=1

3- misol. Ushbu
— 1 1 1 1
B it et gt (0]

qator yaginlashuvchanlikka tekshirilsin.
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f(x)= xL“’ (o > 0) deyilsa, unda bu funksiya [1,+e)

ja integral alomatda keltirilgan barcha shartlarni ganoatlantiradi.
ksiyaning boshlang‘ich funksiyasi '
d F@) = [ e = %:&[ﬁ_—l—l} (a#1)
_ I [
adi R.aVShaﬂ.kj,
fim F(x) = lim - (_1_-1)— {ul j» ‘agar.o:> 1 bo'lss,
| Xeo x—poe 1= -1 - N
e ol x* o, agar o <1 bo‘lsa
. =1 bo‘lganda quyidagiga ega bo‘lamiz:

Td
lim F(x)=lhnj_r=u.
x—n-lf

X—btoe

: 1
integral alomatga ko‘ra Zn;- gator « > 1 bo‘lganda

chi, o <1 bo‘lganda uzoqlashuvchi bo‘ladi. P

1
Z pry gator umumlashgan garmonik qator deyiladi.

n=|

4°. Raabe alomati. Agar musbat hadli
Ya,=a+a+..+a+. 1)
n=l

a ne N ning biror n, (n, > 1) qiymatidan boshlab, n > n, uchun

n(l - “_'“i)z r>1
R, n
_ ,m (1) gator yaginlashuvchi bo‘ladi,

n(l_m]sl
a,

1) qator uzoglashuvchi bo‘ladi.
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« Aytaylik, (1) qator hadlari uchun

n[l-—f”i'n)a r>1
a,

bo‘lsin. Bu tengsizlikdan
., r
= l=c ®)
bo‘lishi kelib chigadi.
Endi r > o > 1 tengsizlikni ganoatlantiruvchi o sonini olib, uni

=1 [4
= n
o = lim

n—ee 1

n
kabi ifodalaymiz. Limit xossasiga ko‘ra, shunday n; e N topiladiki,
barcha n > n; lar uchun

1*}’ =
f—sr,
n
ya’'ni (l—%) 21—% 9

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
(8) va (9) munosabatlardan barcha n > iy, (A, = max {ny,ng}) lar
uchun

bo‘lishi kelib chiqadi.

Bu tengsizlikni va o > 1 bo‘lganda z qatorning yaginlashuv-

nel
chanligini e’tiborga olib, so‘ng 50- ma’ruzadagi 4- teoremadan foy-
dalanib, berilgan Z a, gatorning yaginlashuvchi bo‘lishini topamiz.
n=1
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. Endi (1) qatu.ning hadlari uchun » > 1, bo‘lganda

rr[l -.“—;ﬂJs]

' bo'lsin. Bu tengsizlikni quyidagicha

Ushbu tengsizlikni va Z qatorning uzoglashuvchiligini ’tiborga

n:]

yana 50- ma’ruzadagi 4- teoremadan foydalanib, berilgan z a,

n=1

q ping vzoglashuvchi bo‘lishini topamiz. P
- Ko'p hollarda Raabe alomatining quyidagi limit ko‘rinishidan
laniladi.
Faraz qilaylik, musbat hadli (1) qator hadlari uchun
3 == ai-rl =
fim1- %5 )=p
vjud bo‘lsin. U holda:
1) p > 1 bo‘lganida (1) qator yaqginlashuvchi bo‘ladi,
2) p < 1 bo‘lganida (1) gator uzoglashuvchi bo‘ladi.
i : 4- misol. Ushbu Za_(l ”“-'], (a>0) qator yaginlashuv-

n=2

-hanlikka tekshirilsin.
-« Bu gator uchun

£, 1
=(Hs+.4=) 1
@, a 2 ” e
n(l—?l_]= 1-2 27 | af1-a
n a—(1+,:‘+...+M-_-.l

ﬂ




Agar Ina > 1, ya’ni a > e bo‘lsa, berilgan gator yaginlashuvchj
bo‘ladi.

Agar Ina < 1, ya’ni g < e bo‘lsa, berilgan gator uzoqlashuychj
bo‘ladi

Agar a = e bo‘lsa, Raabe alomati berilgan qatorning yaqinlashuy-
chanligi yoki uzoqlashuvchiligi hagida xulosa gilolmaydi.

Mashglar

1. Ushbu

i[%) , (x>0)

n=l

qator yaginlashuvchanlikka tekshirilsin, bunda {a,} ketma-ketlikning
har bir hadi musbat bo‘lib, lima, =a, (a€ R).

2. Ushbu

5L

gator yaginlashuvchanlikka tekshirilsin.

52- ma’ruza
Absolut va shartli yaginlashuvchi gatorlar

1°. Absolut va shartli yaginlashuvchi qatorlar tushunchasi. Faraz
gilaylik,

Za,,=a1+a2+...+a"+... (1)
n=1
qator berilgan bo‘lsin. Bu gatorning har bir hadi ixtiyoriy ishorali haqi-
qiy sonlardan iborat. (Odatda, bunday qator ixtiyoriy hadli gator deyiladi.)
(1) gator hadlarining absolut giymatlaridan ushbu

3 6] =[]+ By + . + g + @

n=1

qatorni tuzamiz.
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. 1- teorema. Agar (2) qator yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda (1)
- gator ham yaqinlashuvchi bo‘ladi.

~ « Aytaylik, (2) qator yaginlashuvchi bo‘lsin. Unda gator yaginla-
- shuvchanligi hagidagi Koshi teoremasiga ko‘ra

ve>0, 3nge N, Vn>n, m=12,3... da

|an+l| + )au+2| ot |aﬂ+m| <E&
bo‘ladi. Ravshanki,

ey + Gy + oo+ G| S |Gt | + |8z |+ oo + |G| -

" Keyingi ikki munosabatdan
Ve>0, Ame N, Va>n, m=12,3,.. da
|an+] + Qyy2 +..t am-ml <Eg

bo‘lishi kelib chigadi. Koshi teoremasiga muvofiq (1) gator yaginla-
shuvchi bo‘ladi. P

1- ta’rif. Agar Z|a,,| qator yaginlashuvchi bo‘lsa, Za,, qator
n=1 n=l

absolut yaginlashuvchi gator deyiladi. Masalan, ushbu

o ﬂ—l
2’-'—(—1)"'l = L d L e
n=1 "(l 2“‘ 3[1 4‘1 nn

gator « > 1 bo‘lganda absolut yaginlashuvchi gator bo‘ladi, chunki

=l+1—+—1_—L+...+L+...

2(1 30: 4[.?. nu.

> L -1yt

2

n=|

umumlashgan garmonik qator o> 1 bo‘lganda yaginlashuvchi.

2- ta’rif. Agar za,. qator yaqginlashuvchi bo‘lib, Z]a,,| qator

n=1 n=1

uzoqlashuvchi bo‘lsa, Za,, qator shartli yaginlashuvchi gator

| n=]
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2 3 4
gator shartli yaginlashuvchi gator bo‘ladi.
« Ravshanki, berilgan qatorning qismiy yig‘indisi

5 1.1 n"!
S, =1 2+§ 7 Flibe— (3)

bo‘ladi. Ma’lumki, In(1 + x) funksiyaning Makloren formulasiga ko‘ra
yoyilmasi

Misol. Ushbu ' :—r(—l)"" ek i i Qi"" by

2 K} 4 nl
Il xyma-tatnl g (1)
n(l+x)=x el

bo‘lib, 0 < x <1 bolganda
1
|Rﬂ] {x)| < m

+ Rn+l(x)

bo‘lar edi (qaralsin [1], 6- bob, 7- §).
Xususan, x = 1 bo‘lganda

2 __l_ ,...'!. ('_})n-l
In2=1 5+ ot —+ R, (1)

3 4
I‘Rn+l (1)] n+ ' (4)
bo‘ladi.
(3) va (4) munosabatlardan
In2=3§, + Rm (n
va undan IS, —In2|< = l

bo‘lishi kelib chigadi. Demak, n — o da S, — In2. Bu esa garala-
yotgan gatorning yaginlashuvchi ekanini bildiradi.

Ayni paytda, berilgan qgator hadlarining absolut giymatlaridan tuzilgan
n=1

gator garmonik gator bo‘lib, uning uzoglashuvchiligi ma’lum. Demak,
berilgan gator shartli yaginlashuvchi gator. »
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1 n—1
-l -+1+...+-I—+...
3 n

1
2

-1+

n=l

~ absolut yaginlashuvchiligini ifodalovchi alomatlarni keltiramiz.
, i?]ammg isboti 51- ma’ruzada bayon etilgan alomatlardan kelib chigadi.
Dalamber alomati. Faraz qilaylik,

=12}

Za" =@ +@+..+a,+.., (a #0,
n=1

gqtor hadlari uchun

it mavjud bo‘lsin. U holda:

1) d < 1 bo‘lganda, Za,, gator absolut yaginlashuvchi bo‘ladi,

n=1

#\
- 2)d> 1 bo‘lganda, ian gator uzoglashuvchi bo‘ladi.
Koshi alomati. Faraz”::;ilaylik,
.' P ia,,=a|+az+
~ gator hadlari uchun "

limit mavjud bo‘lsin. U holda:

1) K< 1 bo‘lganda, 2 a, qator absolut yaqginlashuvchi bo‘ladi.

n=l

= 2) K> 1 bo‘lganda, Ea,, qator uzoglashuvchi bo‘ladi.
n=]
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2°. Absolut yaqinlashuvchi qatorlarning xossalari.

Absolut yaginlashuvchi qatorlarning xossalarini keltiramiz.

1) Agar qator absolut yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda bu qator
yaginlashuvchi bo‘ladi.

<« Bu xossaning isboti 1- teoremadan kelib chigadi. »

2) Agar

Za,,:a,+az+...+a,,+... 1

m=1

qator absolut yaqinlashuvchi bo‘lib, {4,} sonlar ketma-ketligi chega-
ralangan bo‘lsa, u holda

ia,,b,, =ab +ab +...+ab, +.. (5)
n=1

qator absolut yaginlashuvchi bo‘ladi.
<« Shartga ko‘ra, {b,} sonlar ketma-ketligi chegaralangan. Demak,

iM >0, Vne N da |b|<M (6)

bo‘ladi.
(1) qator absolut yaginlashuvchi. Unda Koshi teoremasiga ko‘ra
Ve >0 son olinganda ham - ga ko'ra shunday , € N topiladiki,

Vn>ny, va m=1,2,3,... bo‘lganda

|t | + |@piz | + oo+ @y < % (7)
bo‘ladi.
(6) va (7) munosabatlardan foydalanib topamiz:
|an+1bn+l | 5 ]an+2brl+1 | +...+ |an+nlbn+m‘ S M(1an+l| T |an+2 . +.. +|an+m|) <&
Yana Koshi teoremasidan foydalanib, Z a,b, gatorning absolut

n=1

yaginlashuvchi ekanini topamiz, p
3) Faraz qilaylik,

Za,,=ﬂ;"l-02+...+d,|+... (])
n=1
366

or hadlarining o‘rinlarini almashtirish natijasida ushbu

Za}:a{+a§+...+a}+... (8)

=1

~ gator hosil gilingan bo‘lsin.

: Ravshanki, (8) qatorning har bir @} hadi (j=1,2,..) (1) qator-
‘ning tayin bir a, hadining aynan o‘zidir, ya'ni Vje N,3k; e N,
% =a; bo’ ladi.

ﬁgar (1) qator absolut yaginlashuvchi bo‘lib, uning yig‘indisi
teng bo‘lsa, u holda bu qator hadlarining o‘rinlarini ixtiyoriy

hda almashtirishdan hosil bo‘lgan (8) qgator absolut yaginlashuvchi

“va uning yig‘indisi ham S ga teng bo‘ladi.

« Avytaylik, (1) qgator absolut yaginlashuvchi bo‘lib, uning yig‘in-

disi S ga teng bo‘lsin.

ing gismiy yig‘indisini o), bilan belgilaylik:
o, =2 |a| (4 =)
=

Agar n’ = max k; deyilsa, unda n’2n va Vne N bo‘lganda
J<n

a, < g)"k'

- bo‘ladi.
v, (1) qator absolut yaginlashuvchi bo‘lgani sababli uning gismiy
yig'indilari ketma-ketligi yugoridan chegaralangandir. Binobarin, o},
¥ig'indi ham yugoridan chegaralangan bo‘iadi. Unda musbat hadli

=
- Va ayni paytda Za 7 qator ham yaginlashuvchi bo‘ladi. Demak,

o J=1
2.9 qator absolut yaginlashuvchi. Uning yig‘indisini S’ deymiz.
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Endi berilgan Z a, qator hadlarining o‘rinlarini ixtiyoriy ravishda
n=1

almashtirishdan hosil bo‘lgan

ot
Za; =a +a +...+a +..
n=]

qator yig‘indisini S ga teng ekanini isbotlaymiz. Buning uchun Ve > 0
ga ko‘ra shunday ne€ N topilib, Vn>n da

ia; )
k=1

bo‘lishini ko‘rsatish yetarli bo‘ladi.
Ixtiyoriy musbat € sonni tayinlab olamiz. Modomiki, )’ a, qator
k=1
absolut yaqginlashuvchi ekan, unda Koshi teoremasiga binoan olingan

<E (9)

€ > 0 songa ko'ra shunday n, nomer topiladiki,

'2 |ak|<-§, (m=1,2,3,..), (10)

k=m+1
shuningdek, qatorning yaqinlashish ta’rifiga ko‘ra

Y0 -5< 5 (1)
k=1
bo‘ladi.
Yugoridagi natural son 7 ni shunday katta gilib olamizki, Z ai
k=1

qatorning # dan katta bo‘lgan n nomerli ixtiyoriy qismiy yig‘indisi

k=1 k=1
qatorning barcha dastlabki n, ta hadi qatnashsin.
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RaVShanki,
n n i iy
Ea; -§= ZQL —zak + ZGk -5
k=1 k=1 k=1 k=1
Keyingi munosabatdan va (11) tengsizlikni e’tiborga olib topamiz:

n n iy i} n 1 i)
a-s|s[3ai-Sal+Sa-s<Sa-Ya
k=t k=1 k=] k=]

k=} k=)
Ma’lumki, n > n bo‘lganda Z a, qatorda 2 a, gatorning bar-
k=1 k=1

cha dastlabki n, ta hadi qatnashadi. Binobarin,

’
DIL DI
K

n
k=1 =]

<

£
P +2.(12)

<

- ayirma Zak qgator har bir hadining nomeri n, dan katta bo‘lgan
: k=)

~ 1 — n, ta hadining yig'indisidan iborat. 'y

Endi natural m sonni shunday katta gilib olamizki, bunda n,+m
~ son yugorida aytilgan barcha n — n, ta hadlarning nomerlaridan katta

~ bo‘lsin.

U holda
n ] g +m
Y- als Y |al (13)
k=1 k=1 k=ny+1
bo‘ladi.

(12), (13) va (10) munosabatlardan foydalanib, (9) tengsizlik,
ya'ni

n
x

E a, — S
k=1

1 mlzbkmng bajarilishini topamiz. P

<E




Mashglar

Aytaylik, i a,
- - - n=l
ixtiyoriy hadli gator bo‘lib,

{aa y Oy 2 0, —a, a <0
U, = v, = I ?
0, a, < 0, 7 0, a, >0

bo‘lsin.

1. Agar () qator absohit yaginlashuvehi bo‘lsa,u hoida 3 u,, 30,
=]

gatorlar yaginlashuvchi va 0

SaSu-So Slal=3u+o
n=1 n=1 n=1 n=1 ! n=| n=1
bo‘lishi isbotlansin.

2. Agar (*) qator shartl yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda 3" u,, 2. %

qatorlarning uzoqlashuvchi bo‘lishi isbotlansin. wy 5
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