“Algebra va sonlar nazariyasi-1” 

ma’ruzalar matni

Muallifilar: f.-m.f.n. Sh.N. Ismailov , Atakulov O., Eshonchaeva G.N.

Yaratilgan:      Angren 2005 yil

Kategoriya:  Matematika

Bo’lim: Algebra va sonlar nazariyasi

Institut:  Toshkent viloyat davlat pedagogika instituti

Fakultet: Matematika va fizika

Kafedra:  Matematika

Electron fayl turi :   RAR

Electron fayl xajmi:  

Annotatsiya

Mazkur ma’ruza matnlar tŏplami «Algebra va sonlar nazariyasi» ŏquv predmetidan pedagogika instituti bakalavriat «Matematika-informatika» ta’lim yŏnalishi bŏyicha tahsil oladigan talabalar uchun muljallangan bŏlib, unda 1-semestrga doir 36-soatlik ma’ruzalar matnlari jamlangan. 

Mavzular Nizomiy nomidagi TDPU  tomonidan tuzilgan namunaviy ŏquv dasturga rioya qiladi. Ayrim mavzularning ketma-ketligi ŏzgartirilgan bŏlib, unda asosiy algebraik strukturalar tushunchalari yoritilgan. 

Mundarija

1,2 -ma’ruzalar  Mulohaza. Mulohazalar ustida amallar. Formulalar.

3 -ma’ruza    Predikatlar. Kvantorlar.

4,5 -ma’ruzalar :   Tŏplam. Tŏplam osti. Tŏplamlar ustida amallar va ularning xossalari.

6,7 –ma’ruzalar:   Dekart kŏpaytma.  Funktsiya. Munosabat. Ekvivalentlik va tartib munosabatlari.

8 -ma’ruza:   Algebraik  amal. Binar algebraik amallarni turlari.

9 -ma’ruza:   Algebra. Algebralar gomomorfizmi va izomorfizmi.  Algebraik sistema. Tartiblangan algebralar.

10 -ma’ruza:   Gruppa va uning asosiy xossalari.

11-ma’ruza:   Xalqa va uning asosiy xossalari. Butunlik sohasi. Maydon. Jism.

12-ma’ruza:   Kompleks sonlarning aksiomatik nazariyasi. Kompleks sonlar maydoni.

13- ma’ruza:   Kompleks sonining trigonometrik shakli. Muavr formulasi.

14- ma’ruza:   Kompleks sonidan ildiz chiqarish.
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Kirish.

Mazkur ma’ruza matnlar tŏplami «Algebra va sonlar nazariyasi» ŏquv predmetidan pedagogika oliygohlari bakalavriat «Matematika-informatika» ta’lim yŏnalishi bŏyicha tahsil oladigan talabalar uchun muljallangan bŏlib, unda 1-semestrga doir 36-soatlik ma’ruzalar matnlari jamlangan. 

Mavzular Nizomiy nomidagi TDPU ŏqituvchilari tomonidan tuzilgan namunaviy ŏquv dasturga rioya qiladi. Ayrim mavzularning ketma-ketligi ŏzgartirilgan bŏlib, unda asosiy algebraik strukturalar tushunchalari yoritilgan. 

Har bir mavzu tŏla bayon etilib, iloji boricha har bir teorema isboti keltirilgan yoki kerakli kŏrsatmalar berilgan. Ayrim teoremalar isbotlari mustaqil ŏrganishga muljallangan bŏlib,  [1] (Nazarov R.N., Toshpŏlatov B.T., Dŏsumbetov A.D. Algebra va sonlar nazariyasi. T.: Ŏqituvchi. 1-qism. ) va [2] ( Kulikov L.Ya. Algebra i teoriya chisel. M.: Vŏssh.shkola. 1979 g.) da keltirilgan. 

 
 Tayanch tushunchalarni bayon etishda ShEHM, proektor kabi texnik vositalar-dan keng foydalanishi kŏzda tutilgan. Ma’ruzalarni slaydlarini yaratishda va  ekranda namoyish qilishda  Microsoft Office dasturlar oilasining Microsoft Power Point, Microsoft Photo Editor, Microsoft Word , Microsoft Equation dasturlaridan, ayrim sonli va analitik hisob-kitoblarda  MathCad va MathLab dasturlaridan foydalanish maqsadga muvofiq.  

1,2 -ma’ruzalar

1. Mavzu:  Mulohaza. Mulohazalar ustida amallar. Formulalar.

2. Maqsad:  talabalarni mulohazalar algebrasining asosiy tushunchalari bilan tanishtirish. 

3. Metodik ta’minot:

a) adabiyot: [1]  ( 35-39 b.b.), [2]  (5-14 b.b.), b) ShEHM, proektor.

4. Reja:

1. Mulohaza haqida  tushuncha.

2. Mulohazalar ustida amallar.

3. Mantiqiy qonun va teng kuchli mulohazalar. 

4.   Formulalar va mulohazalar algebrasi haqida tushuncha. 

5. Mavzu bayoni.

5.1. Kirish. Har qanday matematik nazariya u yoki bu matematik mulohaza rost yoki yolg’onligini ŏrganadi. Matematik mulohaza matematika tilining asosiy qismidir , shuning u bilan bog’liq tushunchalarini ŏrganish maqsadga muvofiq.

5.2. Asosiy qism.   

Mulohaza haqida  tushuncha.  

Ta’rif. Ma’no jixatdan tŏg’ri (haqiqiy, rost) yoki notŏg’ri (yolg’on) bŏlgan darak gap mulohaza deyiladi. 

Ta’rifga kŏra, “0<1”, “2(5=10”, “7 – juft son”, “1 – tub son” kabi gaplar mulohaza bŏlib, ulardan birinchi va ikkinchisi rost, qolgani esa yolg’on mulohazalardir.

Matematikada har bir teorema rost mulohaza hisoblanadi. 

Mulohazalarni lotin alifbosining  harflari orqali belgilaymiz. Rost mulohaza 1 qiymatga ega ,  yolg’on mulohaza 0 qiymatga ega deb qabul qilamiz. Ravshanki, ixtiyoriy mulohaza bir vaqtda ham rost, ham yolg’on bŏla olmaydi. 

Mulohaza qiymatlarini aniqlovchi jadval rostlik jadvali deyiladi. 

Mulohazalar ustida amallar.

Berilgan mulohazalardan «emas», «va», «yoki», «kelib chiqadi», «zarur va etarli» kabi bog’lovchi sŏzlar yordamida murakkabroq mulohazalarni hosil qilish mumkin va har bir bog’lovchi sŏzga bittadan mantiqiy amal mos keladi.  


Mulohazalar ustida inkor,  kon’yunktsiya, diz’yunktsiya, implikatsiya va ekvivalentsiya kabi mantiqiy amallar mavjud.   

1) Inkor amali. 

Ta’rif. A mulohazaning inkori deb A rost bŏlganda yolg’on, A yolg’on  bŏlganda rost bŏladigan ( A  orqali belgilanadigan yangi mulohazaga aytiladi. 


Inkor amaliga «emas» bog’lovchisi mos keladi. 

Masalan, A “7 – juft son” bŏlsa, u holda ( A “7 – juft son emas” bŏladi. 


Inkor amaliga qŏyidagi rostlik jadvali mos keladi. 
	A
	( A

	1
	0

	0
	1


Ushbu jadvaldan kŏrinib turibdiki, ( ( A   orqali belgilanadigan ikki karrali inkor doim rost mulohaza bŏladi. 

2) Kon’yunktsiya  amali. 

Ta’rif. A va B mulohazalarning kon’yunktsiyasi deb A va B rost bŏlganda rost, boshqa hollarda yolg’on bŏladigan va A ( B orqali belgilanadigan yangi mulohazaga aytiladi. 


Kon’yunktsiya amaliga «va» bog’lovchi sŏzi mos keladi. 

Masalan, A “7 – toq son”  va B “7 – tub son”  bŏlsa, u holda A ( B h“7 – toq va tub son” bŏladi. 


Kon’yunktsiya amaliga qŏyidagi rostlik jadvali mos keladi. 
	A
	B 
	A ( B

	1
	1
	1

	0
	0
	0

	1
	0
	0

	1
	0
	0


3) Diz’yunktsiya  amali. 

Ta’rif. A va B mulohazalarning diz’yunktsiyasi deb A va B larning kamida bittasi rost bŏlganda rost , boshqa hollarda yolg’on bŏladigan va A ( B orqali belgilanadigan yangi mulohazaga aytiladi. 


Diz’yunktsiya amaliga «yoki» bog’lovchi sŏzi mos keladi. 

Masalan, A “3<4”  va B “3 4”  bŏlsa, u holda A ( B  “3(4” bŏladi. 


Diz’yunktsiya amaliga qŏyidagi rostlik jadvali mos keladi. 

	A
	B 
	A ( B

	1
	1
	1

	0
	0
	0

	1
	0
	1

	1
	0
	1


4) Implikatsiya  amali. 

Ta’rif. A va B mulohazalarning implikatsiyasi deb A –rost,  B – yolg’on  bŏlganda yolg’on , boshqa hollarda rost bŏladigan  A ( B orqali belgilanadigan yangi mulohazaga aytiladi. 

A ( B
 yozuvga «A dan B kelib chiqadi», «agar A bŏlsa u holda B », «A bŏlishi uchun  B zarur», «A  mulohaza B mulohaza uchun etarli» bog’lovchi sŏzlari mos keladi. 


Implikatsiya amaliga qŏyidagi rostlik jadvali mos keladi. 
	A
	B 
	A  ( B

	1
	1
	1

	1
	0
	0

	0
	1
	1

	0
	0
	1


5) Ekvivalentsiya  amali. 

Ta’rif. A va B mulohazalarning ekvivalentsiyasi deb A  va  B larning bir hil qiymatlarida rost , turli qiymatlarida yolg’on bŏladigan  A ( B orqali belgilanadigan yangi mulohazaga aytiladi. 

A( B
yozuvga «agar A bŏlsa, shu holda va faqat shu holda B bŏladi», «A bŏlishi uchun  B zarur va  etarli» kabi  bog’lovchi sŏzlar mos keladi. 


Ekvivalentsiya amaliga qŏyidagi rostlik jadvali mos keladi. 
	A
	B 
	A  ( B

	1
	1
	1

	1
	0
	0

	0
	1
	0

	0
	0
	1


Mantiqiy qonun tushunchasi. Teng kuchli mulohazalar. 

Ta’rif. Doimo rost bŏlgan  mulohaza tavtologiya yoki mantiqiy qonun deyiladi
Misollar.  

1) ( A ( A  - «uchinchisini rad etish» qonuni
2) ( (( A ( A) – «qarama-qarshilik» yoki «ziddiyatlik» qonuni
3)    (A ( B) (  (( B ( (A ) - kontrapozitsiya qonuni. 

4) ( (A ( B ) ( (A (( B – «diz’yunktsiyani rad etish»  qonuni
5) ( (A  ( B ) ((A (( B – «kon’yunktsiyani rad etish»  qonuni
Distributiv bog’lanish qonunlari:

6) (A ( B ) ( S ((A  ( S )( (B (S)
7) (A ( B ) ( S ((A  ( S ) ( (B ( S)
8) (A ( B) ( (B ( S ) (  (A ( S) – sillogizm qonuni

Assotsiativlik qonunlari:

9) (A ( B ) ( S ( A ( (B ( S )  
10) (A(B ) ( S ( A ( (B(S )  
Amallarning ŏzaro bog’lanishlari :

11) (A ( B) (( A ( B

12) A ( B (( A( B
13) A ( B (( (A((  B)
14) (A ( B) ( ((A  ( B  ) ( (B  ( A ))

Ta’rif. Agar A(B mulohaza tavtologiya bŏlsa, u holda A  va B lar teng kuchli mulohazalar deyiladi. 

A  va B larni teng kuchliligi A  ( B  orqali belgilanadi. 

Biz 3) ni isbot qilamiz (qolgan qonunlarni mustaqil ravishda tekshiring). 

Shuning uchun qŏyidagi rostlik jadvali tuziladi. 
	A
	B
	(A
	( B
	A ( B
	( B ( (A
	(A ( B) ( (( B ( (A )

	1
	1
	0
	0
	1
	1
	1

	1
	0
	0
	1
	0
	0
	1

	0
	1
	1
	0
	1
	1
	1

	0
	0
	1
	1
	1
	1
	1


 Formulalar va mulohazalar algebrasi haqida tushuncha. 

Ta’rif.  Mulohazalar va mantiqiy  amallar yordamida hosil bŏlgan mulohaza formula deyiladi.  

Ta’rif.  Mulohazalar va mantiqiy  amallar birgalikda mulohazalar algebrasi deb yuritiladi. (algebra fani bilan adashtirmang!)

5.3. Xulosa. Matematikaning biror tasdiqini isbotlashda biz bilvosita mulohaza algebrasi, mantiqiy qonunlar yordamida fikr yuritamiz. Shuning uchun mantiqiy qonunlarini ŏrganish dolzarb masaladir. Mulohaza algebrasida muxim rol’ ŏynaydigan tengkuchli formulalar va mantiqiy qonunlar [1,2] da keltirilgan. 

6. Tayanch tushunchalar: mulohaza, mantiqiy amallar (inkor,  kon’yunktsiya, diz’yunktsiya, implikatsiya va ekvivalentsiya) , mantiqiy qonun , rostlik jadvali, teng kuchli mulohazalar, tavtologiya,  formulalar va mulohazalar algebrasi.  

7. Nazorat savollari.

1) Mulohaza deb nimaga aytiladi?

2) Inkor,  kon’yunktsiya, diz’yunktsiya, implikatsiya va ekvivalentsiya ta’riflarini aytib bering.

3) Mulohazalar algebrasining formulalariga misol keltiring.

4) Teng kuchli mulohazalarga misol keltiring.

3 -ma’ruza

1. Mavzu:    Predikatlar. Kvantorlar. 

2. Maqsad:  predikatlar va kvantorlar kabi tushunchalirini keltirish. Talabalarni mulohazalarni mantiqiy belgilar yordamida yozishni ŏrgatish. 

3. Metodik ta’minot:

a) adabiyot: [1]  ( 43-50 b.b.), [2]  (22-38 b.b.), b) ShEHM, proektor.

4. Reja:

1) Predikatlar haqida  tushuncha.

2) Kvantorlar va ularning turlari.

3) Predikatli formulalar. 

4) Mulohazalarni mantiqiy belgilar yordamida yozish. 

5) Isbotlash usullari

5. Mavzu bayoni.

5.1. Kirish. Mulohazalar algebrasi yordamida sodda mulohazalarda murakkab mulohazalar hosil qilishni 1,2 – ma’ruzalarda ŏrgandik. Lekin mulohazalar yordamida ob’ektlarning barcha xossalari va ular orasidagi munosabatlarni yoritish mumkin emas. Bunday kamchiliklarni bartaraf qilishda predikat va kvantorlar tushunchalari muximdir. 

5.2. Asosiy qism.   

Predikatlar haqida  tushuncha.

Ta’rif. Tarkibida ŏzgaruvchi qatnashgan mulohaza predikat deyiladi. 

Predikatda qatnashgan ŏzgaruvchilar soniga qarab u bir ŏrinli yoki unar (bitta ŏzgaruvchi qatnashsa), ikki ŏrinli yoki binar (ikkita ŏzgaruvchi qatnashsa), uch ŏrinli yoki ternar (uch ŏzgaruvchi qatnashsa), va umumiy holda n - ŏrinli yoki n-ar (n-ta ŏzgaruvchi qatnashsa) deyiladi. Nol ŏrinli predikat sifatida ŏzgarmas mulohaza qabul qilingan. 

Masalan. P(x)  “x>5”, P(x,y)= “x+y=3”, P(x,y,z) = “ x+y –z=0 ” , 

P(x1,x2,…,xn)= “x1x2…xn-1>xn” predikatlar mos ravishda bir , ikki, uch va n- ŏrinli predikatlardir.  

Predikatni rost mulohazaga aylantiradigan barcha ŏzgaruvchilar tŏplami bu predikatning rostlik sohasi  deyiladi. 

Kvantorlar va ularning turlari.

P(x) predikat uchun qŏyidagi ŏzgarmas mulohazalarni qaraylik:

        (x P(x):=”barcha (ixtiyoriy)  x  uchun P(x)”

         (x P(x):=”biror  x   uchun P(x)”,

bu erda ( va ( belgilar mos ravishda umumiylik va mavjudlik kvantorlari deyiladi. 

Shunga ŏhshash  belgilar dastlab 1879 yilda Fregening «Begriffsschrift» («Tushunchalar hisobi») kitobida keltirilgan bŏlib, xozirgi kŏrinishda Peanoning «Formulaire de Mathematiques» kitobida ilk bor uchraydi.  «Kvantor» terminini 1885 yilda Ch. Pirs kiritgan.  

Shŏyidagi misollarda x natural sonni bildiradi. 

1. ((x )  (2x – juft son)  2. ((x )  x>0   3. ((x )   x  2 ga qoldiqsiz bŏlinadi.
4. ((x )  x  > 2 . 
Mulohazalarni mantiqiy belgilar yordamida yozish.  

Matematik mulohazalarni mantiqiy belgilar yordamida yozish uchun odatda chekli sondagi asosiy predikatlar tanlab olinib, qolgan xossa va munosabatlar ushbu predikatlar hamda erkli ŏzgaruvchilar yordamida yordamida tuzilgan ta’rif, teoremalar orqali ifodalanadi. 

Misol. P(x)=” x - tŏrtburchak”, Q(x)=” x - kvadrat” predikatlar berilgan bŏlsa, u holda “ixtiyoriy kvadrat tŏrtburchakdir” mulohaza (x Q(x) (P(x)   kŏrinishda, ” Ba’zi tŏrtburchaklar kvadratdir” mulohaza  esa (x Q(x) (P(x)   kŏrinishda yoziladi. 

Predikatli formulalar.   Bu erda biz isbotsiz muxim bŏlgan tavtologiyalarni  keltiramiz. 

1. ( ((x P(x)) ( (x ( ( P(x))

“P(x)  barcha x uchun ŏrinli emas “ (“P(x) ni qanoatlantirmaydigan x mavjud“

2. ( ( (x P(x)) ( (x ( ( P(x))

“P(x)  birorta x uchun ŏrinli emas “ (“Barcha x  P(x)  qanoatlantirmaydi“

3. (x P(x) ( ( (x ( ( P(x))

4. (x P(x) ( ( (x ( ( P(x))

5. (xP(x) ( (x Q (x)  ( (x (P(x) ( Q (x))
6. (xP(x) ( (x Q (x)  ( (x (P(x) ( Q (x))
Isbotlash usullari 

Matematikada kŏp teoremalar  

P  ( Q                                      

kŏrinishga ega. Bunda P    mulohaza teorema sharti deyiladi, Q  mulohaza esa teorema tasdig’i deyiladi. ( belgi keltirish, isbotlash usulini anglatadi. 

Ŏtgan ma’ruzada keltirilgan  tavtologiyalardan kŏyidagi isbotlash usullari kelib chiqadi:  

1) ( ( A ( A – karrali inkorni rad etish usuli ;
2) A ( ( ( A – karrali inkorni kiritish etish usuli ;
3) A  ( B ( A  - kon’yunktsiyani rad etish usuli;
4) A  ( B ( A - diz’yunktsiyani rad etish usuli;
5) (A ( B) ( (B ( S ) (  (A ( S) – sillogizm usuli;

6) (A ( B) (  (( B ( (A ) - kontrapozitsiya usuli;  

7) ((A ( B) ( ((A ( (B) (  A  – teskarisidan isbotlash usuli. 

Mazkur usullar bilan deyarli barcha teoremalar isbot qilinadi. 

5.3. Xulosa.  Matematikaning kŏp mulohazalari  predikatlar va kvantorlar yordamida yozilar ekan. Shuning uchun ular yordamida ob’ektlarning barcha xossalari va ular orasidagi munosabatlarni yoritish mumkin ekan. Mulohazalar algebrasini hamda mantiqiy qonunlarni chuqurroq ŏrganish katta kurslarda «Matematik mantiq va algoritmlar nazariyasi» kursida amalga oshadi.  

6. Tayanch tushunchalar: predikatlar,  kvantorlar, isbotlash usullari. 

7. Nazorat savollari.

1) Predikat deb nimaga aytiladi?

2) Umumiylik va mavjudlik kvantorlari. 

3) Kŏp ŏrinli predikatga misol keltiring.

4) Predikatli formulalarini tushuntirib bering. 

5) Ayrim  mulohazalarni mantiqiy belgilar yordamida yozib bering. 

4,5 -ma’ruzalar

1. Mavzu:   Tŏplam. Tŏplam osti. Tŏplamlar ustida amallar va ularning xossalari. 

2. Maqsad:  talabalarni tŏplamlar nazariyasining  asosiy tushunchalari bilan tanishtirish. 

3. Metodik ta’minot:

a) adabiyot: [1]  ( 35-39 b.b.), [2]  (5-14 b.b.), b) ShEHM, proektor.

4. Reja:

1. Tŏplamlar haqida  tushuncha.

2. Qism tŏplam (tŏplamosti) .

3. Tŏplamlar ustida amallar va ularning xossalari. 

5. Mavzu bayoni.

5.1. Kirish.  Tŏplam - hozirgi zamon matematikasining asosiy tushunchalaridan biri. Nafaqat matematikada, balki boshqa fanlarda  ma’lum ob’ektlar majmuini bir butun narsa deb qarashga tŏg’ri keladi. Aytaylik, biolog biror ŏlkadagi ŏsimliklar va hayvonlar dunyosini ŏrganar ekan, u jonzotlarni turlar bŏyicha, turlarni esa urug’lar bŏyicha sinflarga ajratib chiqadi. Har bir tur yaxlit bir butun deb qaraladigan jonzotlar majmuidir. 

5.2. Asosiy qism. 

 Tŏplamlar haqida  tushunchalar. 

Majmualarning matematik tavsifini  berish uchun tŏplam tushunchasini nemis matematigi G.Kantor (1845-1918) kŏyidagicha kiritgan: «Tŏplam fikrda bir butun deb qaraluvchi kŏplikdir».  

Tŏplamni tashkil etuvchi ob’ektlar shu tŏplamning elementlari deyiladi. 

Tŏplam lotin yoki grek alifbosining bosh harflari orqali, uning elementlari esa kichik harflar orqali belgilanadi. 

Elementlari soni chekli bŏlgan tŏplam chekli tŏplam, aks holda cheksiz tŏplam deb yuritiladi. 

Elementlari a,b,c,… , bŏlgan A tŏplam A = {a,b,c,…} orqali belgilanadi. 

Masalan, N={1,2,3,…,n,…}, Z={…,-n,…,-3,-2,-1,0, 1,2,3,…,n,…} mos ravishda natural sonlar va butun sonlar tŏplamlaridir. 

Ayrim hollarda A tŏplamning har bir elementi P(x)  predikatni chin mulohazaga aylantiradi, shunda A tŏplam A = { x : P(x)} yoki A = { x / P(x)} orqali belgilanadi. Bu erda P(x) predikat A tŏplamni aniqlovchi xarakteristik xossa deyiladi. 

Masalan, A = { x / x2+2x-3=0} tŏplam x2+2x-3=0 tenglamaning ildizlari tŏplami, Q={r / r= 
[image: image1.wmf]q

p

, p – butun,  q – natural son} tŏplam ratsional sonlar tŏplami.

Agar a ob’ekt A tŏplamning elementi bŏlsa, ushbu munosabat a ( A kabi yoziladi va a ob’ekt A tŏplamga tegishli deyiladi, aks holda, agar a ob’ekt A tŏplamning elementi bŏlmasa, ushbu munosabat a ( A kabi yoziladi va a   A
tŏplamga tegishli emas deyiladi. 

Masalan,  1(Q ,  
[image: image2.wmf]2

( Q bŏladi.

Ta’rif. Biror elementga ham ega bŏlmagan tŏplam bŏsh tŏplam deyiladi va ( orqali belgilanadi. 

Masalan, { x / (x(Q) ( ( x2+2x+3=0)} tŏplam bŏsh tŏplam bŏladi. 

Qism tŏplam (tŏplamosti) . 

Ta’rif. Agar B tŏplamning barcha elementlari A tŏplamga tegishli bŏlsa, u holda B tŏplamga A tŏplamning qism tŏplami (tŏplamostisi) deyiladi va B( A yoki B( A orqali belgilanadi. 

Masalan, N(Z( Q.

( tŏplam ixtiyoriy tŏplamning qism tŏplami deb qabul qilingan. 
 A va ( tŏplamlar A  tŏplamning xos qism tŏplamlari deb yuritiladi. 

Ta’rif. B( A va  A (  B shartlarini bir vaqtda qanoatlantiruvchi A va B tŏplamlar ŏzaro teng deyiladi va ushbu munosabat A =B orqali belgilanadi. 

Masalan, A= { x / x2+2x-3=0} va B={ 1,-3} tŏplamlar teng. 

Tŏplamlar ustida amallar va ularning xossalari.

Ta’rif. A1 , A2 , …, An tŏplamlarning birlashmasi deb shu tŏplamlarning kamida bittasiga tegishli bŏlgan barcha elementlardan tuzilgan tŏplamga aytiladi va  u  A1  ( A2  ( … ( An orqali belgilanadi. 

Masalan, A ( B={ x / (x( A ) ( (x(B)}  tŏplam ikkita  A  va B tŏplamlarning birlashmasidir.  

Misol. A={1,2,3},  B =0,1,2} bŏlsa, A ( B=(0,1,2,3} bŏladi. 

Tŏplamlar birlashmasini chekli sondagi A1 , A2 , …, An tŏplamlar uchun ham kiritish mumkin.

Tŏplamlar birlashmasi qŏyidagi xossalarga ega [1,2]:

1(. A ( B=  A ( B – kommutativlik xossasi;

2(. A  ( (B( S)= (A  ( B) ( S – assotsiativlik  xossasi;

3(. B( A ( A  ( B = A. 
3( xossadan   A  ( A= A  va A  (  ( = A xossalar kelib chiqadi. 

Ta’rif. A1 , A2 , …, An tŏplamlarning kesishmasi  deb shu tŏplamlarning barcha umumiy  elementlardan tuzilgan tŏplamga aytiladi va  u  A1 ( A2 ( … ( An orqali belgilanadi. 

Masalan, A ( B={ x / (x( A ) ( (x(B)} tŏplam A  va B tŏplamlarning kesishmasidir.  

Misol. A={1,2,3},  B ={0,1,2} bŏlsa, A ( B={1,2} bŏladi. 

Tŏplamlar kesishmasi qŏyidagi xossalarga ega [1,2]:

1(. A ( B=  A ( B – kommutativlik xossasi;

2(. A  ( ( B ( S) = (A ( B) ( S – assotsiativlik  xossasi;

3(. B( A ( A ( B = B. 
3( xossadan   A ( A = A  va A  ( ( = ( xossalar kelib chiqadi. 

Tŏplamlar birlashmasi va kesishmasi ta’riflaridan qŏyidagi distributiv bog’lanish qonunlari deb nomlangan xossalarga  ega bŏlamiz  [1]:

1( (A ( B ) ( S = (A  ( S ) ( (B (S)
2( (A ( B ) ( S = (A  ( S ) ( (B ( S)

Biz 2( xossani isbot qilamiz. 

S  ( A  ( S, S ( B ( S ( S ( (A  ( S ) ( (B ( S). 

Xuddi shunday, A ( B (  B ( B ( S , A ( B ( A ( A  ( S. Demak, 

 (A ( B ) ( S ( (A  ( S ) ( (B ( S) bŏladi. 

Endi   (A  ( S ) ( (B ( S) (  (A ( B ) ( S ni isbotlaymiz.  

( x ((A  ( S ) ( (B ( S) ( x (A  ( S  va x ( B ( S. 

Qŏyidagi ikkita hol rŏy berishi mumkin: 

a) x ( S ; b) x ( S.

b) holda x (A  ( S  va x ( B ( S  dan x (A  va x ( B , ya’ni x ( A ( B  bŏladi. 

Demak,  yoki x ( A ( B  yoki x ( S  bŏladi. Bundan x ( (A ( B ) ( S  kelib chiqadi. 

x -  (A  ( S ) ( (B ( S) tŏplamni ixtiyoriy elementi bŏlgani uchun

(A  ( S ) ( (B ( S) (  (A ( B ) ( S  munosabat tŏg’riligi isbot qilindi. 

Bundan oldin biz  (A ( B ) ( S ( (A  ( S ) ( (B ( S) munosabat bajarilishini isbotladik. Demak,  tŏplamlar tengligi ta’rifiga kŏra, 

(A ( B ) ( S = (A  ( S ) ( (B ( S).

Distributiv bog’lanish qonunlarini chekli sondagi A1 , A2 , …, An tŏplamlar uchun xam kiritish mumkin. 

Ta’rif. A  tŏplamdan B tŏplamning ayirmasi deb A  ga tegishli, ammo B ga tegishli bŏlmagan barcha elementlardan tuzilgan tŏplamga aytiladi va  u A g’ B orqali belgilanadi. 

Ta’rifga kŏra, A g’ B={ x / (x( A ) ( ((x(B)}= { x / (x( A ) ( (x(B)} bŏladi. 

Misol. A ={1,2,3},  B ={0,1,2} bŏlsa, A g’ B={0} va  B g’ A ={3} bŏladi. 

Ta’rif. B( A  bŏlsa, u holda A g’ B tŏplam B ni A gacha tŏldiruvchi  tŏplam deyiladi va u CA B yoki 
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 orqali belgilanadi. 

Ta’rif. B( A  bŏlsa, u holda A g’ B tŏplam B ni A gacha tŏldiruvchi  tŏplam deyiladi va u CA B yoki 
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 orqali belgilanadi. 

Ta’rifga kŏra, CA ( CA B)= B.
Misol. A  = {0,1,2,3,4},  B =  {0,1,2} bŏlsa, 
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= {3,4} bŏladi.

Qŏyidagi de-Morgan qonunlari deb ataluvchi xossalarga  ega bŏlamiz  [1]:

1( 
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Ushbu xossalar 3-ma’ruzada keltirilgan predikatli formulalaridan bevosita kelib chiqadi (tekshiring). 

5.3. Xulosa. Tŏplamlar orasidagi amallarning xossalarini bevosita Eyler-Venn diagrammalarida tekshirish mumkin. Ushbu usul  universal tŏplam tushunchasiga asoslangan. Ammo bu usul yordamida xossalarni isbot qilib bŏlmasligini ta’kidlash lozim.  Bundan tashqari, yuqorida keltirilgan formulalar strukturasi, 2,3,-ma’ruzalarda keltirilgan mulohazalar algebrasining formulalarining strukturasiga ŏxshash. Buning asosiy sababi, amallarni ta’riflarida mulohazalar orasidagi amallar ishtirok etishi deb ŏylayman. Ushbu ŏxshashlik formulalarni chuqurroq ŏrganishga  kŏmak bŏladi. 

6. Tayanch tushunchalar: tŏplam, tŏplam elementlari, qism tŏplam, tŏplamosti, bŏsh tŏplam, xosmas qism tŏplam, tŏplamlar tengligi, birlashma, kesishma, ayirma, tuldiruvchi, xossalar. 

7. Nazorat savollari.

1) Tŏplam va tŏplam elementlari tushunchalarini yoriting. 

2) Qism tŏplamga ta’rif bering. 

3) Bŏsh tŏplam deb nimaga aytiladi? 

4) Qanday qism tŏplamlarga xosmas qism tŏplamlar aytiladi? 

5) Tŏplamlar qachon teng bŏladi? 

6) Tŏplamlar birlashmasi  deb nimaga aytiladi? 

7) Tŏplamlar kesishmasi  deb nimaga aytiladi? 

8) Tŏplamlar ayirmasi  deb nimaga aytiladi? 

9) Tŏplamgacha tŏldiruvchi tŏplam deb nimaga aytiladi?  

10)  Birlashma va kesishma xossalarini bayon qiling va bittasini isbotlang. 

11)  Ayirma xossalarini bayon qiling va bittasini isbotlang. 

6,7 –ma’ruzalar.

1. Mavzu:   Dekart kŏpaytma.  Funktsiya. Munosabat. Ekvivalentlik va tartib munosabatlari. 

2. Maqsad:  Funktsiya va binar algebraik munosabatlarini muhim turlari xaqida tushuncha berish. 

3. Metodik ta’minot:

a) adabiyot: [1]  ( 18-23 , 28-33 b.b.), [2]  (48-65 b.b.), b) ShEHM, proektor.

4. Reja:

1. Tŏplamlarning dekart kŏpaytmasi. 

2. Funktsiya va uning turlari. 

3. Teskari funktsiya. 

4. Algebraik munosabatlar va binar munosabatlarning xossalari.  

5. Ekvivalentlik va tartib munosabatlari. 

5. Mavzu bayoni.

5.1. Kirish.  Funktsiya  va algebraik munosabat algebraning asosiy tushunchalari deb hisoblanadilar. Ayrim adabiyotlarda algebraik munosabatlarni ta’rifini qism tŏplamlar yordamida kiritilgan [1,2]. Biz ushbu tushunchani funktsiyalar yordamida kiritamiz. 

Ma’ruzada ishtirok etadigan barcha tŏplamlarni  bŏsh emas deb faraz qilamiz. Uzunligi n ga teng bŏlgan (a1, a2 , …, an ) kortej deganda  tartiblangan  

{a1, a2 , …, an } tŏplamni tushunamiz. Masalan, (a1 , a2 ) juftlik  uzunligi 2-ga teng bŏlgan kortej bŏlib , umuman aytganda (a1 , a2 ) ((a2 ,a1) bŏladi.

5.2. Asosiy qism. 

Tŏplamlarning dekart kŏpaytmasi. 
Ta’rif. Chekli sondagi A1 , A2 , …, An tŏplamlar berilgan bŏlsin. 

{ (a1 , a2 , …, an ) / (a1( A1 )( (a2( A2 ) ( … ( (an ( An)}
kŏrinishdagi uzunligi n ga teng bŏlgan kortejlar tŏplami A1 , A2 , …, An tŏplamlar-ning (tŏg’ri) dekart kŏpaytmasi deyiladi va u A1 ( A2 ( …( An orqali belgilanadi. 

Masalan. A ={0,1,2,},  B ={0,3} bŏlsa, A ( B ={(0,0), (0,3),(1,0),(1,3),( 2,0),(2,3)} , 

B ( A  ={(0,0), (0,1),(0,2),(3,0),( 3,1),(3,2)} bŏladi. Ushbu misol A ( B =  B ( A bajaril- masligini kŏrsatayotir. 

Agar A =A1 = A2 = …= An bŏlsa, u holda  A1 ( A2 ( …( An  dekart kŏpaytma A tŏplam n-ulchovli dekart kubi deyiladi va u An  orqali belgilanadi (A2 dekart kvadrat ham deyiladi) . 

 An tŏplam elementlari n-ulchovli vektorlar deb yuritiladi. 

Funktsiya va uning turlari.

Ta’rif. X , Y  tŏplamlar berilgan bŏlsin. Agar ma’lum bir f qolda bŏyicha X   tŏplamning har bir elementiga  Y tŏplamning birgina elementi mos  qŏyilgan bŏlsa, X   tŏplam Y tŏplamga aks ettirilgan deyiladi va bu munosabat f : X ( Y shaklda yoziladi. 

Ta’rifda ishtirok etgan f : X ( Y moslik  X   tŏplamda aniqlangan va qiymatlari  Y tŏplamda bŏlgan funktsiya (yoki akslantirish) deb ataladi.  f  : X ( Y    funktsiya yordamida x ( X elementiga  u ( Y  element mos quyilgan bŏlsa, u holda u ga  x ni  aksi (obrazi), x  ga esa u ni asli (proobrazi) aytiladi va ushbu munosabat u= f(x) yoki x= f -1(u) kabi yoziladi. 

Ta’rif. f(x)=g(x) (x ( X  tenglikni qanoatlantiruvchi f : X ( Y,  g : X ( Y funktsiyalar ŏzaro teng funktsiyalar deyiladi va ushbu munosabat  g=f  kabi yoziladi. 

Ta’rif.  f : X ( Y  funktsiya berilgan bŏlsin. 

a) R( X  uchun {u / (( x ( R) u= f(x)}  barcha x ( R elementlar akslari tŏplamiga R tŏplamning aksi deyiladi va u  f(R) orqali belgilanadi. Xususiy holda  f(X) tŏplam qiymatlar tŏplami deb yuritiladi. 

b) K ( Y   uchun { x ( X / (( u ( K ) u= f(x)}  barcha u ( K  elementlar asllari tŏplamiga K  tŏplamning asli deyiladi va u  f  -1 (K) orqali belgilanadi. 

Ta’rif.  f : X ( Y  funktsiya berilgan bŏlsin. Agar

a) barcha  Y ning barcha elementlari asliga ega bŏlsa (ya’ni  f(X) =Y ), u holda f : X ( Y funktsiya syur’ektiv funktsiya (yoki syur’ektsiya) deyiladi .

 b) Agar Y  ning elementlari bittadan ortiq asliga ega bŏlmasa (ya’ni (a( X , (b( X f(a)=f(b) ( a=b), u holda f : X ( Y funktsiya in’ektiv funktsiya (yoki in’ektsiya) deyiladi. 

Ta’rif.  f : X ( Y  funktsiya bir vaqtda ham syur’ektsiya, ham in’ektsiya bŏlsa, u holda f : X ( Y funktsiya biektiv funktsiya (yoki biektsiya) deyiladi. 

Shunday qilib,  biektiv  f : X ( Y funktsiya uchun ( u( Y ( (! x ( X  u= f(x) munosabat ŏrinli (bu erda «! » belgi  yagonalikni bildiradi).  

Ta’rif.  f  : X ( X  biektiv funktsiya X  ni almashtirishi deyiladi. 

Ta’rif.  eX(x)=x  (x ( X  tenglik bilan aniqlangan eX : X ( X funktsiya birlik (ayniy) funktsiya deyiladi.  

Ravshanki, ayniy funktsiya biektiv bŏladi. 


Ta’rif.  f : X ( Y,  g : Y  ( Z  funktsiyalar uchun h(x)=g( f(x)) (x(X  tenglik bilan aniqlangan h : X ( Z funktsiya murakkab funktsiya deyiladi va u g f  orqali belgilanadi. 


Adabiyotlarda gf  funktsiya g va f  funktsiyalar superpozitsiyasi yoki kompozitsiyasi deb yuritiladi. 

X =Y= Z bŏlsa, gf :X ( X,  fg: X ( X funktsiyalar mavjud, ammo ŏzaro teng emas (tekshiring). 


 f : X ( Y,  g : Y  ( Z,  h : Z  ( A funktsiyalar uchun superpozitsiyaning assotsiativligi deb ataladigan  (fg) h= f  (gh) tenglik bajariladi .

Teskari funktsiya.

Ta’rif.  f : X ( Y funktsiya uchun  fg = eY ,  gf = eX   tengliklarni ta’minlovchi 

g : Y  ( X  funktsiya mavjud bŏlsa, u holda f : X ( Y funktsiya teskarilanuvchi funktsiya,  

g : Y  ( X  funktsiya esa f : X ( Y funktsiyaga teskari funktsiya deyiladi. 

1 - teorema.  f : X ( Y funktsiya teskarilanuvchi bŏlishi uchun, u biektiv bŏlishi zarur va etarli. Ushbu holda  f funktsiyaga teskari bŏlgan  g : Y ( X funktsiya  

g( u) = f -1(u), ( u( Y
tenglik bilan aniqlanadi. 

Isbot. Zarurligi. f : X ( Y funktsiya teskarilanuvchi bŏlsin. U holda f
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g = eY ,  g
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 f = eX   tengliklarni ta’minlovchi g : Y  ( X  funktsiya mavjud, ya’ni 

f g(u)= eY (u)= u ( u( Y.
Demak, ( u( Y uchun g(u) ( X  element asli bŏladi. Bundan f ni syur’ektivligi kelib chiqadi. 

Endi in’ektivlikni kŏrsatish uchun a( X , b( X   uchun f(a)=f(b) tenglikni qaraymiz.  U holda gf(a)= gf(b) tenglik bajariladi. g - teskari funktsiya bŏlgani uchun oxirgi tenglikdan  a= b tenglik kelib chiqadi,  ya’ni  f : X ( Y funktsiya in’ektiv funktsiya. 

Etarliligi.  f : X ( Y funktsiya biektiv funktsiya bŏlsin. Ushbu holda ( u( Y elementga uning yagona proobrazini mos qŏyadigan , ya’ni g( u) = f -1(u) tenglik bilan aniqlanadigan  g : Y  ( X funktsiyani qaraymiz. Ushbu funktsiya ( u( Y va ( x( X uchun 

fg(u)= f (f -1(u)) = u= eY (u), gf (x)= f -1 (f (x)) = x= eX (x),  

ya’ni  fg = eY ,  gf = eX tengliklarni qanoatlantiradi, demak  g : Y  ( X funktsiya 

f : X ( Y funktsiyaga teskari. 

Teorema isbot bŏldi. 

Ushbu teoremadan ixtiyoriy sonli f : D(f) ( E(f), (D(f)( R – aniqlanish sohasi,  

E(f) )( R –qiymatlar sohasi) monoton funktsiyaning biektivligi kelib chiqadi. 

Masalan, ( : R+ ( R , ((x)= = ln x, x( R+ ,  funktsiya biektiv bŏladi (bu erda R+ - musbat sonlar tŏplami) 

Endi biz f : X ( Y funktsiyaga g : Y  ( X teskari funktsiya   f -1 orqali  belgilashimiz mumkin. 

2-teorema.  f : X ( Y va   g : Y  ( Z  biektiv  funktsiyalar uchun  gf : X (  Z funktsiya biektiv bŏladi va  u uchun (gf) –1=  f –1g –1 tenglik bajariladi. 

Isbot. (gf) ( f –1g –1)= g (f f –1) g –1= (geY ) g –1= gg –1 =eZ
Xuddi shunday  ( f –1g –1) (gf)= f –1 ( g –1 g) f = f –1 (eY  f  –1)= f –1 f  =eX. Demak gf teskarilanuvchi funktsiya va (gf) –1=  f –1g –1 . Oxirgi teoremaga kŏra gf –biektiv funktsiya. 

Teorema isbot bŏldi. 

Algebraik munosabatlar va binar munosabatlarning xossalari.

Ta’rif. X , Y  tŏplamlar berilgan bŏlsin.  f : Xn ( Y  funktsiya n – ŏzgaruvchili funktsiya deyiladi.

x = (x1 , x2 , …, xn) ( X n  uchun  f(x) = f(x1 , x2 , …, xn)  belgilash qabul qilingan. 

(   orqali barcha mulohazalar tŏplamini belgilaylik. 

Ta’rif. X  tŏplam berilgan bŏlsin.  f : Xn ( ( funktsiya X dagi algebraik munosabat deyiladi.  

Ŏzgaruvchilar soniga qarab algebraik munosabat bir ŏrinli yoki unar (bitta ŏzgaruvchi qatnashsa), ikki ŏrinli yoki binar (ikkita ŏzgaruvchi qatnashsa), uch ŏrinli yoki ternar (uch ŏzgaruvchi qatnashsa), va umumiy holda n - ŏrinli yoki n-ar (n-ta ŏzgaruvchi qatnashsa) deyiladi. 

Ta’rifdan kŏrinib turibdiki , n - ŏrinli algebraik munosabat n - ŏrinli predikatni xususiy holi sifatida ham qaralishi mumkin. Algebra fanida kŏpincha binar amallar qaraladi, shuning uchun ushbu hol jiddiyroq tahlil qilinishi lozim. 

Mazkur  holda x = (x , u ) ( X 2   uchun  f(x , u )  belgilash ŏrniga x f u   belgilash qabul qilingan (f  belgini ŏrniga ixtiyoriy belgi ishlatilishi mumkin, masalan

(, (, (, (, (, (, (, ( , ( , ( , (, (, (, (, (, (, (, >,<).  

( - X dagi binar algebraik munosabat bŏlsin.  

Ta’rif.  Agar ixtiyoriy x ( X   uchun x ( x  munosabat bajarilsa (bajarilmasa) u holda ( munosabat X tŏplamdagi refleksiv (antirefleksiv) munosabat deyiladi.  

Masalan, haqiqiy sonlar tŏplamida aniqlangan “tenglik” munosabati refleksiv, ammo “kichik” , “katta” munosabatlari antirefleksiv. 

Ta’rif.  Agar ixtiyoriy x ( X va u ( X   uchun  x ( u  munosabati bajarilgani-dan u ( x  munosabatning ŏrinligi kelib chiqsa (chiqmasa),  u holda ( munosabat X tŏplamdagi simmetrik  (simmetrikmas) munosabat deyiladi.  

Masalan, haqiqiy sonlar tŏplamida aniqlangan “tenglik” munosabati simmetrik , ammo “kichik” , “katta” munosabatlari simmetrik emas. 

Ta’rif.  Agar ixtiyoriy x ( X va u ( X   uchun  x ( u  va  u ( x  munosabatlari bajarilganidan x = u tenglik kelib chiqsa,  u holda ( munosabat X tŏplamdagi antisimmetrik munosabat deyiladi.  

Masalan, haqiqiy sonlar tŏplamida aniqlangan “kichik emas” , “katta emas” munosabatlari antisimmetrik.

Ta’rif.  Agar ixtiyoriy x ( X , u ( X   va z( X uchun  x ( u ,  u ( z  munosabatlari bajarilganidan x ( z munosabat ŏrinligi  kelib chiqsa,  u holda ( munosabat X tŏplamdagi tranzitiv munosabat deyiladi.  

Masalan, haqiqiy sonlar tŏplamida aniqlangan “kichik” , “katta”, “kichik emas” , “katta emas” munosabatlari tranzitiv.

Ekvivalentlik va tartib munosabatlari.  

Ta’rif. Bir vaqtning ŏzida refleksiv, simmetrik va tranzitiv bŏlgan muno-sabat ekvivalentlik munosabati deyiladi. 

Ekvivalentlik munosabati odatda (, (, (, ( orqali belgilanadi. 

Masalan, turli tabiatdagi ob’ektlar uchun aniqlangan tenglik munosabati, tŏg’ri chiziqlar tŏplamidagi parallellik munosabati, geometrik figuralar tŏpla-mida ŏxshashlik va kongruentlik munosabatlari, mulohazalar algebrasida tengkuch-lilik munosabati ekvivalentlik munosabatiga misol sifatida qaralishi mumkin.  


Ta’rif. ( - X tŏplamda aniqlangan ekvivalentlik munosabati bŏlsin. 

{ y(X / y(x} , x(X , tŏplam x(X  elementga mos bŏlgan tŏplam ekvivalentlik sinfi , ekvivalentlik sinflari majmuasi esa faktor-tŏplam deyiladi. 

Masalan,  butun sonlar tŏplamida ekvivalentlik munosabati sifatida «2 bŏlinganda bir xil  qoldiqqa ega» munosabatini olsak juft va toq sonlardan iborat bŏlgan ikkita ekvivalentlik sinflarga ega bŏlamiz. 

Ta’rif. Bir vaqtning ŏzida antisimmetrik va tranzitiv bŏlgan munosabat tartib  munosabati deyiladi. 

Tartib munosabati odatda (   orqali belgilanadi.  

Tartib munosabatiga ega bŏlgan X   tŏplam tartiblangan tŏplam deyiladi. 

Ta’rif. Antirefleksiv (refleksiv) bŏlgan tartib  munosabati qat’iy  (qat’iymas) deyiladi. 

Masalan, haqiqiy sonlar tŏplamida aniqlangan  “kichik” , “katta” munosa-batlari qat’iy, “kichik emas” , “katta emas” munosabatlari esa qat’iymas tartib munosabatlaridir.  

Ta’rif.  Agar ixtiyoriy x ( X va u ( X   uchun  yoki x ( u  yoki  u ( x  yoki x = u munosabatlar bajarilsa,  u holda (  tartib munosabati chiziqli deyiladi. 

Chiziqli bŏlgan tartib munosabatiga ega bŏlgan X  tŏplam chiziqli tartib-langan tŏplam deyiladi. 

Masalan, haqiqiy sonlar tŏplamida aniqlangan  “kichik” , “katta” munosabatlari chiziqli tartib munosabatlaridir.  

Chiziqli bŏlmagan tartib munosabatiga ega bŏlgan X  tŏplam qisman tartib-langan tŏplam deyiladi. 

5.3. Xulosa. Maktab matematikasida ŏtilgan funktsiyalar va “teng”, “kichik” , “katta”, “kichik emas” , “katta emas”, “ŏxshash”, “bŏlinadi”, “kongruent”  munosabat-lari bugun biz ŏrgangan  tushunchalarni xususiy hollaridir.  Shuning uchun ham ular jiddiyroq ŏrganilishi kerak. Bundan tashqari, ayrim adabiyotlarda funktsiya tushunchasi kŏp qiymatli mosliklarni ham ŏz ichiga oladi. Ammo biz bunday hollarni algebra kursida uchratmaymiz.   

6. Tayanch tushunchalar: kortej, dekart kŏpaytma, funktsiya, akslantirish, element asli (proobrazi) va aksi (obrazi), qism tŏplam asli (proobrazi) va aksi (obrazi), ŏzaro teng funktsiyalar, syur’ektsiya, in’ektsiya, biektsiya, murakkab funktsiya, kompozitsiya, superpozitsiya, teskarilanuvchi funktsiya, teskari funktsiya, ayniy funktsiya, kŏp ŏrinli algebraik munosabat, binar algebraik munosabat, refleksiv munosabat, antirefleksiv munosabat, tranzitiv munosabat, simmetrik munosabat, simmetrikmas munosabat, antisimmetrik munosabat,  ekvivalentlik munosabati, ekvivalentlik sinflari, faktor-tŏplam, tartib munosabati, tartiblangan tŏplam, qat’iy va qat’iymas tartib, chiziqli tartib, chiziqli tartiblangan tŏplam, qisman tartiblangan tŏplam. 

7. Nazorat savollari.

1) Dekart kŏpaytma ta’rifini bering. 

2)  Funktsiya (akslantirish) deb nimaga aytiladi? 

3) Element asli (proobrazi) va aksi (obrazi) deb nimalarga aytiladi? 

4) Shism tŏplam asli (proobrazi) va aksi (obrazi) qanday aniqlanadi? 

5) Funktsiyalar qachon teng bŏladi? 

6)  Syur’ektsiya, in’ektsiya va biektsiya deb qaysi funktsiyalarga aytiladi? 

7) Murakkab funktsiya (kompozitsiya, superpozitsiya) qanday aniqlanadi? 

8) Teskarilanuvchi funktsiya va teskari funktsiya deb nimalarga aytiladi? 

9) Funktsiyaning teskarilanuvchi bŏlishi uchun zaruriy va etarli shartni keltiring. 

10) Kŏp ŏrinli algebraik munosabat deb nimaga aytiladi? 

11)  Binar algebraik munosabatlarga misollar keltiring.

12) Refleksiv , antirefleksiv , tranzitiv, simmetrik , simmetrikmas va antisimmetrik munosabatlarga misollarni keltiring. 

13) Ekvivalentlik munosabati deb nimaga aytiladi? 

14)  Ekvivalentlik sinflari va faktor-tŏplamga misol keltiring. 

15) Tartib munosabati deb nimaga aytiladi? 

16) Tartiblangan tŏplamga misollar keltiring. 

17) Shat’iy va qat’iymas tartib munosabati deb nimaga aytiladi? 

18) Chiziqli tartib va chiziqli tartiblangan tŏplam deb nimalarga aytiladi?

19)  Shisman tartiblangan tŏplam deb nimaga aytiladi?

8 -ma’ruza

1. Mavzu:   Algebraik  amal. Binar algebraik amallarni turlari. 

2. Maqsad:  Algebraik amal tushunchasi bilan tanishtirish va uning muxim turlarini ŏrganish. 

3. Metodik ta’minot:

a) adabiyot: [1]  ( 58-63 b.b.), [2]  (75-84 b.b.), b) ShEHM, proektor.

4. Reja:

1. Algebraik amal tushunchasi. 

2. Binar algebraik amalning turlari 

3. Neytral va simmetrik elementlar. 

5. Mavzu bayoni.

5.1. Kirish.  Tŏplam va uning ustida aniqlangan algebraik amallar  hozirgi zamon algebrasining asosiy tushunchalari deb hisoblanadilar. Shuning uchun algebraik amallarni ŏrganish va ularni xossalarini aniqlash masalalari dolzarb hisoblanadi. Ushbu ma’ruzadagi tŏplamlar sifatida bŏshmas  tŏplamlar qaraladi.  

5.2. Asosiy qism.  

Algebraik amal tushunchasi. 

Ta’rif. X  tŏplam berilgan bŏlsin.  f : Xn ( X funktsiyaga X  dagi algebraik amal deyiladi.  

Ŏzgaruvchilar soniga qarab algebraik amal  bir ŏrinli yoki unar (bitta ŏzgaruvchi qatnashsa), ikki ŏrinli yoki binar (ikkita ŏzgaruvchi qatnashsa), uch ŏrinli yoki ternar (uch ŏzgaruvchi qatnashsa), va umumiy holda n - ŏrinli yoki n-ar (n-ta ŏzga-ruvchi qatnashsa) deyiladi. 

Nol’ ŏrinli yoki nular algebraik amal sifatida X tŏplamning istalgan elementini alohida olish amali tushuniladi. 

Binar algebraik amalning turlari . Algebra fanida kŏpincha binar amallar qaraladi, shuning uchun ushbu hol jiddiyroq tahlil qilinishi lozim. 

Ushbu holda x = (x , u ) ( X 2   uchun  f(x , u )  belgilash ŏrniga x f u   belgilash qabul qilingan (f  belgini ŏrniga ixtiyoriy maxsus belgi ishlatilishi mumkin, masalan (,(,
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, (, (,(, (,(,(,((, (, (, (, (). 

Misollar.  

a) xaqiqiy sonlar tŏplamida qŏshish “(” amali, kŏpaytirish “(” amali,  ayirish “(” amali; 

b)  f : X ( X ,  g : X  ( X   funktsiyalar uchun h(x)=g( f(x)) (x(X  tenglik bilan aniqlan-gan g
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f  : X ( X  kompozitsiyani  mos qŏyadigan akslantirish; 

v) Mulohazalar algebrasida aniqlangan ( va (  amallar;

 g) Barcha tŏplamlar orasida aniqlangan ( va (  amallar 

binar algebraik amallarga misol sifatida qaralishi mumkin. 

Bitta tŏplamning ŏzida bir nechta algebraik amallar aniqlangan bŏlishi mumkin. 

Faraz qilaylik, X tŏplamda ( binar amal berilgan bŏlsin. 

Ta’rif. ( binar algebraik amal kommutativ deyiladi, agar  ixtiyoriy x( X  va u( X   uchun  x ( u  = u ( x  tenglik bajarilsa. 

Masalan, xaqiqiy sonlar tŏplamida qŏshish va kŏpaytirish  amallari kommu-tativ bŏladi,  ayirish  amali esa nokommutativ amaldir. 

Ta’rif. ( binar algebraik amal assotsiativ deyiladi, agar  ixtiyoriy x,y,z( X    uchun  x ( (u ( z)  = ( x ( u ) ( z  tenglik bajarilsa. 

Masalan, xaqiqiy sonlar tŏplamida qŏshish va kŏpaytirish  amallari assotsiativ bŏladi,  ayirish  amali esa noassotsiativ amal bŏladi. 

Faraz qilaylik, X tŏplamda ikkita (, ( binar amallar berilgan bŏlsin. 

Ta’rif. (  amal ( amalga nisbatan distributiv deyiladi, agar  ixtiyoriy x,y,z( X    uchun  x ( (u ( z)  = ( x ( u ) ( (x ( z) , (u ( z) (x   = ( u ( x ) ( (z ( x)  tenglik-lar bajarilsa. 

Masalan, xaqiqiy sonlar tŏplamida  kŏpaytirish  amali qŏshish amaliga nisbatan distributiv bŏladi. 

Neytral va simmetrik elementlar.
Ta’rif. e( X  element (  amalga nisbatan chap (ŏng)  neytral deyiladi, agar ixtiyoriy x( X    uchun e ( x = x (x(e = x) tenglik bajarilsa. 

Ta’rif. e( X  element (  amalga nisbatan neytral deyiladi, agar u ham chap, ham ŏng neytral element bŏlsa, ya’ni ixtiyoriy x( X   uchun e ( x = x(e = x  tengliklar  bajarilsa. 

 a) 0 – xaqiqiy sonlar tŏplamida aniqlangan qŏshish amaliga nisbatan neytral element; 

b) 1 - xaqiqiy sonlar tŏplamida aniqlangan qŏpaytirish amaliga nisbatan neytral element; 

v) Bŏsh tŏplam tŏplamlar birlashmasiga nisbatan neytral element;

g) e(x)=x  (x ( X  tenglik bilan aniqlangan e : X ( X  ayniy funktsiya 

f : X ( X  funktsiyalar tŏplamida aniqlangan kompozitsiya amaliga nisbatan neytral element.  

1-teorema. Agar neytral element mavjud bŏlsa, u yagonadir. 

Isbot. Teskarisini faraz qilamiz ,  ya’ni e va e’ – turli neytral elementlar bŏlsin. U holda e’= e’ ( e = e. Bu esa farazimizga zid. Demak, e  neytral element yagonadir. 

Natija. Agar neytral element mavjud bŏlsa, u holda barcha chap va ung neytral elementlar u bilan ustma-ust tushadi. 

Ta’rif. X  tŏplamda aniqlangan  (  amalga nisbatan neytral e( X  mavjud bŏlsin. x’( X   element x( X   ga  chap (ŏng ) simmetrik  deyiladi, agar x’ ( x = e  

(x (x’ = e )tenglik  bajarilsa. 

Ta’rif. X  tŏplamda aniqlangan  (  amalga nisbatan neytral e( X  element mavjud bŏlsin. x’( X   element x( X   ga  simmetrik  deyiladi, agar u x( X  ga ham chap ham ŏng simmetrik element bŏlsa, ya’ni x’ (x=x (x’ = e  tenglik  bajarilsa. 

2-teorema. X  tŏplamda aniqlangan  (  assotsiativ amalga nisbatan neytral 

e( X  mavjud bŏlsin. Agar x( X   uchun  x’( X   simmetrik element mavjud bŏlsa, u yagonadir. 

Isbot. Teskarisini faraz qilamiz ,  ya’ni x’( X   va x”( X  elementlar x( X   uchun turli simmetrik elementlar  bŏlsin, ya’ni x’ (x=x (x’ = e va x” (x=x (x” = e. 

U holda assotsiativlik xossasidan x’= x’ ( e = x’ ( ( x (x”)=(x’ ( x) (x” =

= e (x” = x”, ya’ni x’= x”tenglik kelib chiqadi. Bu esa farazimizga zid. Demak, x’  simmetrik element yagonadir. 

5.3. Xulosa. Binar algebraik amallar xossalarini bayon etishda qŏyidagi usullar qullanilishi maqsadga muvofiqdir.  

a)  Binar algebraik amalni kŏpaytirish amali deb nomlash va x,y( X   uchun  

x ( u ŏrniga xu yozish. Bundan tashqari “neytral element”  sŏz birikmasi ŏrniga “birlik element” sŏz birikmasini ,  “simmetrik element”  sŏz birikmasi ŏrniga esa“teskari element” sŏzini ishlatish. Birlik element va x ga teskari element mos ravishda 1 va x -1   orqali belgilanadi. Tabiiyki, amallarning xossalari kŏrinishi ham mos ravishda ŏzgaradi. 

Masalan, ushbu holda assotsiativlik xossasi x (uz)  = (x u )z  kŏrinishga ega. 

Ushbu holda algebraik xossalar mul’tiplikativ tilda bayon etilgan  deyiladi (“multiplication” – inglizcha «kŏpaytirish» sŏzini anglatadi) . 

b)  Binar algebraik amalni qŏshish  amali deb nomlash va x,y( X   uchun  x ( u ŏrniga x+ u yozish, bundan tashqari “neytral element”  sŏz birikmasi ŏrniga “nol element“ sŏz birikmasini,  “simmetrik element”  sŏz birikmasi ŏrniga esa“qarama-qarshi element” sŏz birikmasini ishlatish. Nol’ element va x ga qarama-qarshi element mos ravishda 0 va (-x)    orqali belgilanadi. Tabiiyki, bu holda amallar-ning xossalari umumiy kŏrinishi ham mos ravishda ŏzgaradi. Masalan, assotsiativlik xossasi kŏyidagicha yoziladi:  x +(u+z)  = (x+u)+z. 

Shu holda algebraik xossalar additiv tilda bayon etilgan deyiladi  (“addition” – inglizcha «kŏshish» sŏzini anglatadi) . 

6. Tayanch tushunchalar: algebraik amal, binar algebraik amal,  kommutativlik, assotsiativlik va distributivlik  xossalari, neytral va simmetrik elementlar, nol’ element, qarama-qarshi element, birlik element, teskari element.

7. Nazorat savollari.

1. n-ŏrinli algebraik amalga ta’rif bering. 

2. Binar algebraik amalga misollar keltiring.

3. Kommutativ, assotsiativ amal deb nimaga aytiladi? 

4. Neytral va simmetrik elementlar deb nimalarga aytiladi?

5. Nol’ va birlik, qarama-qarshi va teskari elementlar deb nimalarga aytiladi? 

9 -ma’ruza

1. Mavzu:   Algebra. Algebralar gomomorfizmi va izomorfizmi.  Algebraik sistema. Tartiblangan algebralar. 

2. Maqsad:  Algebra, algebralar gomomorfizmi va izomorfizmi va algebraik sistema  tushunchalari bilan tanishtirish. 

3. Metodik ta’minot:

a) adabiyot: [1]  ( 59-60, 63-66 b.b.), [2]  (82-86 b.b.), b) ShEHM, proektor.

4. Reja:

1. Algebra tushunchasi. 

2. Algebralar gomomorfizmi va izomorfizmi. 

3. Algebraik sistema tushunchasi. Tartiblangan algebra. 

5. Mavzu bayoni.

5.1. Kirish.  Tŏplam va uning ustida aniqlangan algebraik amallar va algebraik munosabatlar tizimlari  birgalikda maxsus ob’ektni tashkil etib,  hozirgi zamon algebrasining asosiy tushunchalari deb hisoblanadilar. Shuning uchun shunday ob’ektlarni  ŏrganish va  xossalarini aniqlash masalalari dolzarb hisoblanadi. Ma’ruzada faqat  bŏshmas  tŏplamlar qaraladi.  

5.2. Asosiy qism.  
Algebra tushunchasi.    

Ta’rif. X  tŏplam va unda qaralayotgan algebraik  amallar (  majmuasidan tuzilgan (X,() juftlik  algebra deyiladi. 

Eslatma. Ayrim hollarda  X  tŏplamda qaralayotgan  algebraik  amallar bo-shidan fiksirlangan bŏlib, X  tŏplam ŏzi ushbu  amallarga nisbatan  algebra deb ham yuritilishi mumkin. 

Agar (= { f 1 , f 2 , …, f n } kŏrinishga ega bŏlsa (ya’ni qaralayotgan amallar soni n ga teng bŏlsa), u holda (X,() algebra (X, f 1 , f 2 , …, f n) kŏrinishda yoziladi.

(X, f 1 , f 2 , …, f n) algebrada X   asosiy tŏplam,  f 1 , f 2 , …, f n esa asosiy algebraik amal-lar deb yuritiladi.

  f1 , f2 , …, f n  asosiy algebraik amallar mos ravishda  r1 , r2 , …, rn - ŏrinli  algebraik amallar bŏlsa, u holda (r1 , r2 , …, r n ) ((N (0)n vektor  (X, f 1 , f 2 , …, f n) algebraning turi (tipi) deyiladi. 

Masalan, (N, +, ( , 1)  algebraning turi (2 ,2 , 0 ) ga ,  ((, (,(,( ) mulohazalar algebrasining turi esa (2 ,2 , 1 ) ga teng. 

Asosiy tŏplami chekli bŏlgan algebralar chekli algebralar deyiladi, aks holda cheksiz algebralar deb yuritiladi. 

Algebralar gomomorfizmi va izomorfizmi. 

Ta’rif. (X, (), (X’ , (’)  bir xil turli algebralar berilgan bŏlsin.  

Agar  ixtiyoriy rangi r ga teng bŏlgan  f( ( amal va (x1 ,x2 , …, xr ) ( X r uchun rangi r ga teng bŏlgan  f’( (’ amal va (  : X ( X’ akslantirish mavjud bŏlib, ular uchun 

(( f (x1 ,x2 , …, xr )) = f’(((x1), ((x2) , …, ((xr ) munosabatlar ŏrinli bŏlsa , u holda (X, (), (X’ , (’)  algebralar gomomorf ,  (  akslantirish esa berilgan algebralar gomomor-fizmi deyiladi. 

Ta’rifdan (X, () dagi neytral va simmetrik elementlarini gomomorf obrazlari (agar mavjud bŏlsa)  (X’ , (’) dagi neytral va simmetrik elementlariga teng bŏlishi bevosita kelib chiqadi.

Ta’rif. (X, (), (X’ , (’)  gomomorf algebralar berilgan bŏlsin.  Agar ( : X ( X’ gomomorfizm biektsiya bŏlsa, u holda (X, () va (X’ , (’)  algebralar izomorf ,  (  biektsiya esa  berilgan algebralar izomorfizmi deyiladi. 

Ravshanki, agar ( : X ( X’ - izomorfizm bŏlsa, u holda ( -1 : X ( X’ akslantirish ham izomorfizm bŏladi. 

 (X, (), (X’ , (’) algebralar orasida izomorflik munosabatini biz (X, ()  ( (X’ , (’)  kabi belgilaymiz. 

Masalan, (R+ ,( ,1)( (R ,+, 0) ekanligini kŏrsatish uchun ( : R+ ( R sifatida ((x) = ln x, x( R+ ,  funktsiyani olamiz, u holda (x,y( R+ uchun  ((xy) = ln(xy)= lnx+lny =((x )+ ((y) ŏrinli bŏladi. 

Biz isbotlagan biektiv funktsiyalar xossalaridan izomorflik munosabati ekvivalentlik munosabati bŏlishi kelib chiqadi. 

Algebraik sistema. Tartiblangan algebra. 

Ta’rif. X  tŏplam va unda qaralayotgan algebraik  amallar (   va algebraik  munosabatlar  (  majmualaridan tuzilgan (X,(, () uchlik  algebraik sistema  deyila-di. 

Agar (= { f 1 , f 2 , …, f n }, ( = { ( 1 , ( 2 , …, ( m } kŏrinishga ega bŏlsalar, u holda (X,(, () algebraik sistema (X, f 1 , f 2 , …, f n , ( 1 , ( 2 , …, ( m ) kŏrinishda yoziladi.

(X, f 1 , f 2 , …, f n , ( 1 , ( 2 , …, ( m )  algebraik sistemada X   asosiy tŏplam,  f 1 , f 2 , …, f n  asosiy algebraik amallar, ( 1 , ( 2 , …, ( m esa asosiy algebraik munosabatlar deb yuritiladi. 

Ta’rifdan kŏrinib turibdiki, algebra tushunchasi algebraik sistema tushunchasini hususiy holidir. 

(X,(, ()  algebraik sistemada (  yagona  (  tartib munosabatiga ega bŏlsa, u holda (X,() algebra tartiblangan algebra deyiladi.  

       Masalan, (R+ ,( , 1), (R , +, 0)  algebralar  “kichik” , “katta” , “kichik emas” , “katta emas” munosabatlariga nisbatan tartiblangan algebra bŏladi,  (N ,( , 1), (N ,+ )  algebralar esa   “qoldiqsiz bŏlinadi” munosabatlariga nisbatan tartiblangan algebra bŏladi, 

5.3. Xulosa. Algebraik sistemalar uchun ham tur, gomorfizm va izomorfizm kabi tushunchalarni tabiiy ravishda kiritish mumkin. Demak turli tabiatdagi algebraik sistemalarga yagona nuqtai nazaradan qarash maksadga muvofiqdir. Algebralar va algebraik sistemalarni tadqiq qilish osonlashtirishda izomorfizm tushunchasi katta rol ŏynaydi beradi. Izomorfizm nafaqat asosiy tŏplam tuzilishini, balki algebraik xossalarni strukturasini ŏzgartirmaydi. Izomorf bŏlgan algebraik sistemalarni algebraik xossalarini strukturasi bir xil bŏlgani uchun, ularni tashkil qilgan elementlar tabiatiga e’tibor bermasdan yagona nuqtai nazardan qaralishi mumkin.  Bu  esa abstrakt algebrani yutug’i deb hisoblanadi va algebrani zamonaviy matematikaning tiliga aylanishiga asosiy sabab bŏldi. 

6. Tayanch tushunchalar: algebra, chekli algebra, asosiy tŏplam, asosiy algebraik amallar, asosiy algebraik munosabatlar, algebra turi, algebralar gomomorfizmi va izomorfizmi,  algebraik sistema, tartiblangan algebra.  

7. Nazorat savollari.

1. Algebra tushunchasini yoritib bering va misol keltiring.  

2. Chekli algebra deb nimaga aytiladi? 

3. Algebra turi qanday aniqlanadi? Misol keltiring.  

4. Algebralar gomomorfizmi va izomorfizmi deb nimalarga aytiladi?   

5. Algebraik sistema tushunchasini yoritib bering va unga misollar keltiring.  

6. Shanday algebralar  tartiblangan algebralar deyiladi? 

10 -ma’ruza

1. Mavzu:   Gruppa va uning asosiy xossalari. 

2. Maqsad:  Gruppa tushunchasi bilan tanishtirish va gruppaning asosiy xossalarini aniqlash. 

3. Metodik ta’minot:

a) adabiyot: [1]  ( 73-74, 76-79 b.b.), [2]  (94-100 b.b.), b) ShEHM, proektor.

4. Reja:

1. Yarim gruppa va monoid. 

2. Gruppa tushunchasi. 

3. Gruppaning sodda xossalari. 

5. Mavzu bayoni.

5.1 Kirish.  Ushbu ma’ruzada biz bitta binar algebraik amalga ega bŏlgan algebralarni va ularning xossalarini ŏrganamiz. Ta’riflarni umumiy kŏrinishda bersak ham, ularni mul’tiplikativ yoki additiv kŏrinishga aylantirish  talabalar-ga mashq sifatida berilishi maqsadga muvofiq. Bayon etish eng sodda algebralardan (yarimgruppa, monoid) boshlanib,  oxirida gruppa tushunchasi va uning xossalari beriladi.   

5.2. Asosiy qism.  

Yarim gruppa va monoid.   

Ta’rif. ( - assotsiativ binar amalga ega bŏlgan X tŏplam yarimgruppa deyiladi. 

Ŏtilgan 9-ma’ruzadagi ta’rifga va eslatmaga asosan, X  yarimgruppa turi  (2) ga teng bŏlgan (X,() algebradir. 

Masalan, (N, + ), (N, ( )  algebralar yarimgruppa bŏlib, ularga mos ravishda natural sonlarining additiv  va mul’tiplikativ yarimgruppalari aytiladi. 

Ta’rif.  Monoid deb neytral elementga ega bŏlgan yarimgruppaga aytiladi.

Demak, monoid bu turi ( - assotsiativ binar amalga va ushbu amalga nisbatan e neyt-ral elementga ega bŏlgan  turi  (2, 0) bŏlgan   (X,(, e) algebradir.  

Masalan, (N, +,0 ), (N, ( ,1 )  algebralar monoid  bŏlib, ularga mos ravishda natural sonlarining additiv  va mul’tiplikativ monoidlar aytiladi.

8-ma’ruzadagi teoremadan monoidda neytral element yagonaligi kelib chiqadi.  

Gruppa tushunchasi.  

Ta’rif. Shŏyidagi shartlarni qanoatlantiruvchi ( -  binar amalga ega bŏlgan X tŏplam gruppa deyiladi:

1(. ( - assotsiativ amal ; 

2(. ( e ( X  ( x( X (  x ( e = x, ya’ni e - ung neytral element;

3(. ( x( X   ( x’( X (  x ( x’ = e .

Demak, gruppa bu turi (2, 0, 1) ga teng bŏlgan bŏlgan   (X,(, e, ’ ) algebradir.   

Gruppa tushunchasi matematikaga 1870 yilda Lagranj orqali kiritilgan. Uning aksiomalarni keltirishga Keli (1854), Kroneker (1870), Sil’vestr (1860) Veber (1882), Frobenius (1887) kabi olimlar xarakat qilishgan.  Ammo gruppa aksiomalari biz bergan kŏrinishga faqat 20-asrning 30-nchi yillarda keltirilgan.

Agar gruppada aniqlangan amal kommutativ bŏlsa, u holda unga abel’ gruppa deyiladi. 

Masalan, (Z, +,0 ), (Z, ( ,1 ), (Q, +,0 ), (Q,g’{0}, ( ,1 )  abel’ gruppalardir 

Gruppaning sodda xossalari.

1-teorema . a)  (X,(, e, ’ ) gruppada e ung neytral element neytral element bŏladi.  

b)  x’  - x ga nisbatan simmetrik element bŏladi. 

Isbot. ( x( X  ( x’, (x’)’( X ( x ( x’= e, x’((x’)’ = e. ( 

(x’(x) ((x’((x’)’)= x’(x.                                                                                     (1)

Boshqa tomondan, ( - assotsiativ binar amal bŏlgani uchun  

(x’(x) ( (x’( (x’)’)= x’( (x (x’)((x’)’= (x’( e) ((x’)’=x’((x’)’= e.                     (2)

(1) va (2) ni solishtirsak, x’(x= e tenglikni hosil qilamiz. 

Demak, teoremani isbotlash uchun e ni neytralligini kŏrsatish kifoya. 

e(x=(x(x’) ( x=x((x’ ( x)= x(e= x,  ya’ni, e  - neytral element. Teorema isbotlandi. 

8-ma’ruzadagi teoremadan neytral va ixtiyoriy x( X   uchun  x’( X   simmetrik element yagonaligi kelib chiqadi. 

Eslatma.   Agar gruppaning xossalari mul’tiplikativ (additiv tilda) bayon qilinsa (8 -ma’ruzadagi eslatmaga qarang) u holda gruppa mul’tiplikativ (additiv) gruppa deyiladi. 

2-teorema   (X,(, e, ’ ) gruppada    ( x,u( X  ( (x(u)’= u’(x’ . 

Isbot.  ( x,u( X  ( (x(u) ( (u’(x’)= x((u (u’)(x’= (x( e)(x’= x(x’ = e ( (x(u)’= u’(x’

3-teorema .  (X,(, e, ’ ) gruppa bŏlsin. ( a( X uchun f(x,a)=a(x, g(x,a)= x(a, h(x)=x’ tengliklar yordamida aniqlangan  f( ( , a) : X ( X , g(( , a) : X ( X, h(( ) : X ( X funktsiyalar biektiv bŏladi. 

Isbot. Shu funktsiyalarni teskarilanuvchi funktsiya bŏlishini isbotlash kifoya. 

( a, b, x ( X lar uchun f(x, a(b)= (a(b) (x=a((b (x)= f( f(x,b),a)= f( x , a)
[image: image16.wmf]o

 f(x , b) (  

f(( , a(b) = f(( , a) 
[image: image17.wmf]o

 f(( , b). Bu tenglikdan xususiy holda, f(( , a) 
[image: image18.wmf]o

 f(( , a’)= f(( , a’) 
[image: image19.wmf]o

f(( ,a)= = f(( , a(a’)= f(( , e) tenglikni hosil qilamiz. Bu erdan ( x ( X  f(x , e)= x(e= x  tenglikni inobatgan olsak , f(( , a) teskarilanuvchiligiga amin bŏlamiz.  Demak, 

f(( , a) : X ( X biektsiya. 

g(( , a) : X ( X  funktsiyaning biektivligi xuddi shunga uhshash isbotlanadi. Nihoyat, 2-teoremaga asosan, h(h(x))=(x’)’= x, ya’ni h(( ) : X ( X funktsiya teskarilanuv-chi funktsiyadir. Demak h(( ) : X ( X -biektsiya.  Teorema isbotlandi. 

(X,(, e, ’ ) gruppaning x1 ,x2 , …, xn  ( X  elementlari uchun x1(x2(…(xn ifodani qŏyidagicha aniqlaymiz:

x1(x2(…(xn= x1 , agar n = 1 bŏlsa va x1(x2(…(xn= (x1(x2(…(xn-1 ) (xn boshqa hollarda. 

Ravshanki, ( t, n ( X uchun umumlashgan assotsiativlik qonuni deb nomlangan tenglik ŏrinli: 

(x1(x2(…(xn ) ((x n +1(x n +2 (…(x n +m).                        
x1(x2(…(xn  ifoda mul’tiplikativ tilda n-ta element kŏpaytmasi deyiladi va 
[image: image20.wmf] x1x2…xn yoki 
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 orqali belgilanadi, additiv tilda esa n-ta element yig’indisi deyiladi va x1+x2+…+xn yoki
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 orqali belgilanadi, 

Agar x1=x2=…=xn =x bŏlsa, u holda x1(x2(…(xn ifodaning qiymatiga x element-ni n-tartibli darajasi deyiladi va u xn orqali belgilanadi (additiv tilda xn ŏrni-ga nx belgilash qabul qilingan). 

Umumlashgan assotsiativlik qonunidan ( t, n ( X uchun xn+t= xn ( xt tenglik kelib chiqadi. Bundan tashqari, x0 = e qabul qilingan. 

 Manfiy daraja  x -n = (x’) n tenglik yordamida aniqlanadi. 

5.3. Xulosa.  Adabiyotlarda (masalan, [1], [2]da) gruppa deb amali assotsiativ, neytral elementga ega bŏlgan va barcha elementlari teskarilanuvchi bŏlgan algebraga deyiladi. Biz gruppa tushunchasiga kamroq talab quyib, mazkur adabiyotlardagi talablarni keltirib chiqardik (1-teorema). Shu bois misollarni tekshirish jarayonida hisob-kitoblar deyarli ikki baravar kamayadi. Bu esa  misollarni jiddiyroq kŏrishga zamin yaratadi deb ŏylayman. 

6. Tayanch tushunchalar: yarim gruppa,  monoid, gruppa, abel’ gruppa, umumlashgan assotsiativlik qonuni. 

7. Nazorat savollari.

1) Yarimgruppaga ta’rif bering va misollar keltiring.

2) Monoidga ta’rif bering va misollar keltiring.

3) Gruppaga ta’rif bering va misollar keltiring.

4) Gruppaning sodda xossalarini isbot  qiling.

5) Mul’tiplikativ gruppani ta’rifini va xossalarini bayon qiling va misollar keltiring.

6) Additiv gruppani ta’rifini va xossalarini bayon qiling va misollar keltiring.

7) Umumlashgan assotsiativlik qonuni qanday yoziladi?  Ushbu qonun mul’tipli-kativ va additiv kŏrinishi qanday bŏladi?

11-ma’ruza

1. Mavzu:   Xalqa va uning asosiy xossalari. Butunlik sohasi. Maydon. Jism. 

2. Maqsad:  Yarimxalqa, xalqa, butunlik sohasi, maydon va jism tushunchalari bilan tanishtirish va ularning asosiy xossalarini aniqlash. 

3. Metodik ta’minot:

a) adabiyot: [1]  ( 79-82 b.b.), [2]  (104-107 b.b.), b) ShEHM, proektor.

4. Reja:

1. Xalqa va uning sodda xossalari.

2. Butunlik soxasi, maydon va jism tushunchalari. 

5. Mavzu bayoni.

5.1 Kirish. Xalqa va uning hususiy hollari bŏlmish maydon va jism tushun-chalari ham oldingi ma’ruzada urganilgan gruppa singari algebraning xususiy hollaridir. Gruppada biz bitta binar amal bilan ish kŏrgan edik. Endi biz bŏsh bŏlmagan A tŏplamda ikkita binar (biz ularni kŏpaytirish va qŏshish amallari deb ataymiz) aniqlangan deb qaraymiz. Xalqa tushunchasini ilk bor Dedekind kiritgan. 

5.2. Asosiy qism. 

Ta’rif:  A  tŏplam  xalqa deyiladi, agar u quyidagi shartlarga buysinsa:

1. A   - additiv abel gruppa;
2. A   da kŏpaytirish amali aniqlangan bŏlib, unga nisbatan A   - yarimgruppa;

( ya’ni ((a,b,s(A) a(bs)=(ab)s)

3. Shŏpaytirish amali kŏshish amaliga nisbatan distributiv amaldir ( ya’ni ((a,b,s(A)(a+b)s=as+bs, s(a+b)=sa+sb.) 

Agar A   dagi  kŏpaytirish amali kommutativ  bŏlsa (ya’ni ((a.b(A) uchun ab=ba tenglik ŏrinli bŏlsa) u holda A  xalqaga kommutativ xalqa deyiladi. Agar A   da  birlik element mavjud bŏlsa, u holda  A  xalqaga birli  xalqa deyiladi.  Agar A tŏplam chekli bŏlsa,u holda  xalqa chekli, aks holda cheksiz deyiladi. A dagi nol’ element A  xalqaning nol’ elementi deyiladi. Agar A tŏplamning elementlari sonlardan iborat bŏlsa, u holda A  xalqa sonli xalqa deyiladi. Ravshanki, ixtiyoriy sonli xalqa kommutativ xalqa bŏladi.  

Misollar (tekshiring). 

1) {0} – nol’ –xalqa. 
2) Z, Q – butun va ratsional sonlar xalqalari.  

3) C[a,b] -  [a,b] segmentda uzluksiz bŏlgan sonli funktsiyalar xalqasi. 

4) tZ – t( Zg’{1,-1} soniga karrali bŏlgan butun sonlar xalqasi. 
5) Q [
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]={a+b
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/ a(Q , b(Q}
Yuqorida keltirilgan 1)-7) misollardagi xalqalar asosiy xossalari qŏyidagi jadvalda keltirilgan: 
	Xalqa 
	Kommutativligi
	Birlik element mavjudligi
	Teskarilanuvchi elementlar 

	{0}
	Kommutativ xalqa
	1=0
	0 –1=0

	Z
	Kommutativ xalqa
	1
	Faqat 1 va –1 sonlar

	Q
	Kommutativ xalqa
	1
	Noldan farqli sonlar

	R
	Kommutativ xalqa
	1
	Noldan farqli sonlar

	C[a,b]
	Kommutativ xalqa
	[a,b] da qiymati 1 ga teng bŏlgan funktsiya. 
	 [a,b] da nol’ qiymat qabul qilmaydigan funktsiyalar

	tZ
	Kommutativ xalqa
	Mavjud emas
	Ma’noga ega emas. 

	Q [
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]
	Kommutativ xalqa
	1=1+0
[image: image26.wmf]2


	Noldan farqli elementlar  


Eslatma. Shuni ta’kidlash lozimki, agar birli xalqada 1(0 shart bajarilsa, u holda nol’ element teskarilanuvchi bŏla olmaydi, chunki  ( b uchun 0bh0 (1 . Bundan tashqarir,  1(0 munosabat xalqaning elementlar soni birdan katta bŏlishiga teng-kuchli, chunki  (a ( A g’{0} ( (a1=a(0 ) ( (a0=0 ) munosabat ŏrinli. Shuning uchun keyingi mulohazalarimizda  biz xalqa nolmas xalqa deb faraz qilamiz. 

A  xalqada (a,b(A  a-b=a+(-b) tenglik yordamida ayirish amalini kiritamiz.

 1-teorema. a) Kŏpaytirish amali ayirish amaliga nisbatan distributiv bŏladi, ya’ni  ((a,b,s(A) (a-b)s=as-bs, s(a-b)=sa-sb munosabatlar ŏrinli bŏladi. 

b) (a(A a0=0a=0.

Isbot. a).  ((a,b,s(A) (a-b)s+bs=((a-b)+b)+s=as( ((a-b)s+bs)- bs= as-bs, ya’ni 
(a-b)s=as-bs. s(a-b)=sa-sb tenglik xuddi shunday isbot qilinadi. 

b). a) ga kŏra a0= a(b - b)= ab- ab=0, 0a= (b - b)a= ba- ba=0. 

Ta’rif. ab=0 munosabatni qanoatlantiruvchi nolmas a, b elementlar  nolning bŏluvchilari deyiladi. 

2-teorema . Birli xalqada teskarilanuvchi element nolning bŏluvchisi bŏla olmaydi. 

Isbot. a- teskarilanuvchi bŏlib, u uchun ab=0  tenglikni qanoatlantiradigan noldan farqli b  element mavjud bŏlsin.   

ab=0  tenglikka asoslanib va  a–1(ab)= b  tenglikdan foydalanib b=0 ziddiyatli tenglikka kelamiz.  Bu esa teoremani isbotlaydi.  

Sonli xalqalar nolning bŏlyvchilari mavjud emas, ammo  [a,b]  da f(x) =( x(+ x, 

g(x)= (x( - x  tengliklar yordamida aniqlangan C[a,b] xalqa elementlari nolning bŏluvchilari bŏladi, chunki f(x) g(x) =(( x(+ x) (( x( - x) = ( x( 2 - x2 = 0. 

Butunlik sohasi, maydon va jism tushunchalari.  

Ta’rif.  Nolning bŏluvchilariga ega bŏlmagan A  kommutativ xalqa  butunlik sohasi deyiladi. 

Ta’rif.  A  birli kommutativ xalqada har bir noldan farqli elementi teska-rilanuvchi bŏlsa, u holda A  kommutativ xalqa maydon deyiladi.

Ushbu ta’rifdan va yuqorida keltirilgan jadvaldan foydalansak  Q ,  R , 

Q [
[image: image27.wmf]2

] xalqalarni maydon bŏlishiga amin bŏlamiz. 

Ta’rif. Sonlardan iborat bŏlgan maydon sonli maydon deyiladi. 

Eslatma. 2-teoremaga kŏra ixtiyoriy maydonda nolning bŏluvchilari yŏq, demak u butunlik sohasi. 

Ta’rif. a va b (0  F maydon elementlari bŏlsin.   a  sŏratli va b maxrajli kasr deb maydonning ab-1 kŏrinishdagi elementiga aytiladi va u 
[image: image28.wmf]b

a

 orqali belgila-nadi. 

3-teorema  (kasrlar ustida amallar). F maydonda qŏyidagi xossalar ŏrinli:

 (a) kasrning asosiy xossasi: ((c(0) 
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;  (b) kasrlarni qŏshish qoidasi: 
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; (v) kasrlarni qŏpaytirish qoidasi : 
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, agar ab ( 0. 

Isbot. (a) Xaqiqatan,  
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 bŏladi.

  Sholgan hollar xuddi shunday tekshiriladi. 

Maydon tushunchasini umumiy holga umumlashtirish natijasida jism tushunchasi vujudga keladi. 

Ta’rif.  A  birli xalqada har bir noldan farqli elementi teskarilanuvchi bŏlsa, u holda A  xalqa jism deyiladi.  

Nokommutativ bŏlgan jismga misolni qŏrish murakkab masaladir. Shunga qaramasda biz shunday misolni  uchinchi semestrda keltiramiz.  

5.3. Xulosalar. 1) Bugungi ma’ruza shuni kŏrsatdiki, ixtiyoriy maydonda xuddi sonli maydonlarga ŏxshab «arifmetik» xossalarga ega bŏlgan qŏshish, ayirish, kŏpaytirish va nolmas elementga bŏlish amallari mavjud ekan. Bu esa mulohazalarni nafaqat sonli maydonlar uchun, balki ixtiyoriy maydonlarda olib borishimizga zamin yaratdi.  

2) Gruppa, xalqa, maydon tushunchalari algebra tushunchasini xususiy holi bŏlgani bois, ular uchun algebralar gomomorfizmi va izomorfizmi kabi tushunchalar bevosita beriladi va mustaqil ta’lim olishda ŏrganishga tavsiya etiladi.    

3) Nokommutativ bŏlgan jismga misolni qŏrish murakkab masaladir. Shunga qaramasda biz shunday misolni  uchinchi semestrda keltiramiz.    

6. Tayanch tushunchalar: xalqa, maydon, jism, kommutativ xalqa, birli xalqa, chekli xalqa, xalqaning nol’ elementi, sonli xalqa, nolning bŏluvchilari, kasrlar va ular ustida amallar. 

7. Nazorat savollari.

1) Xalqa ta’rifini bayon qiling.

2) Kommutativ xalqa deb nimaga aytiladi? Misol keltiring. 

3) Birli xalqa deb nimaga aytiladi? Misol keltiring. 

4) Chekli xalqa deb nimaga aytiladi? Misol keltiring. 

5) Sonli xalqaga misol keltiring. U qanday xossalarga ega bŏladi? 

6) Butunlik sohasi deb nimaga aytiladi?  

7) Nolning bŏluvchilari deb nimalarga aytiladi? Misol keltiring. 

8) Maydonda nolning bŏluvchilari mavjudmi? Javobingizni asoslab bering. 

9)  Maydonda kasrlar va ular ustida amallar qanday aniqlanadi? 

10) Jism  deb nimaga aytiladi?  

12-ma’ruza

1. Mavzu:   Kompleks sonlarning aksiomatik nazariyasi. Kompleks sonlar maydoni. 

2. Maqsad:  Kompleks sonlarning aksiomatik nazariyasi xaqida tushuncha berish. Kompleks sonining algebraik kŏrinishi, qŏshma kompleks soni, kompleks sonning moduli kabi tushunchalar berish va ularning xossalarni ŏrganish.   

3. Metodik ta’minot:   a) adabiyot: [1]  (95-98 b.b.), [2]  (150-157 b.b.), [3]( 164-167 b.b.)

b) ShEHM, proektor.

4. Reja:

1) Kompleks sonlarning aksiomatik nazariyasi. 

2) Kompleks sonlar xossalari. 

5. Mavzu bayoni.

5.1.Kirish.  Oldingi ma’ruzalarda natural sonlar sistemasi  butun sonlar sistemasigacha, butun sonlar sistemasi esa ratsional sonlar sistemasigacha ketma-ket kengaytirildi.  Natijada qŏshish, ayirish, kŏpatirish va noldan farqli songa bŏlish amallarga nisbatan yopiq bŏlgan ratsional sonlar maydonini hosil qildik. Bundan keyin norma tushunchasi orqali ifodalanadigan uzluksizlik xossasini kiritib xaqiqiy sonlar sistemasini qurdik. Shunga qaramasdan, maktabdan ma’lumki,  x2 +1 = 0  algebraik tenglama xaqiqiy echimlarga ega emas. Bu esa shunday tenglamalarni echimlarini ŏz ichiga olgan xaqiqiy sonlar maydonining kengaytmasini qŏrish masalasini dolzarb masalaga aylantirdi. 

«Kompleks son» terminini ilk bor L.Karno 1803 yilda kiritgan. Bundan keyin bu termin Gauss (1828) ŏzining asarlarida qŏlladi. 

Kompleks sonlarini ital’yan matematiklar bŏlmish Kardano (1545) va Bombelli (1572) ŏzlarining izlanishlarida ishlatish boshladilar.  

Bombelli kompleks sonlar ustida algebraik amallarni formal ravishda asoslagan. 

5.2. Asosiy qism.  

Kompleks sonlarning aksiomatik nazariyasi.

Ta’rif. Kompleks  sonlar sistemasi deb qŏyidagi aksiomalarga buysina-digan  (2,2,1,0,0,0) turdagi S= (S , +, ( , ’ 0,1, i)  algebraga aytiladi : 

1(.    R  ( C ; 

2(.    ”+”,  ”(” amallar kommutativ va assotsiativ binar amallardir; 

3(.      ”(” amal  ”+” amalga nisbatan distributiv. 

4(.    0 - + amaliga nisbatan neytral element

5(.    1 – ”(”  amaliga nisbatan neytral element

6(.    S tŏplamdagi sonlarni qŏshish va kŏpaytirish amallari R  tŏplamdagi ”+”,  ”(” amallar bilan ustma-ust tushadi

7(    ( z( C    ( - z  ( C  z+ (-z)=0

8(    ( z( C  g’ {0}   ( z -1 ( C   zz -1 =1

9(    i2 +1=0 

10(.   C  - minimal, ya’ni u 1(-9( shartlarni qanoatlantiradigan xos qism tŏplamga ega emas.  

Ta’rifdan kŏrinib turibdiki, C  - maydon bŏladi. Ushbu maydonni biz kompleks  sonlar maydoni, uning elementlarini esa kompleks sonlar yoki sonlar  deb ataymiz.   

1-teorema.  C  - R  maydon bilan ustma-ust tushmaydi. 

Isbot. Teskarisini faraz qilamiz: C  = R  bŏlsin. Xususiy holda i ( R.
R maydonning kerakli aksiomalarni eslatamiz. 

a)  Tartib munosabatning xossasi: ixtiyoriy x ( R va u ( R   uchun  yoki x < u  yoki  u< x  yoki x = u munosabatlar bajariladi

b) Agar x<y ( z>0 ( x( z < y( z  (kŏpaytirish amalini monotonligi). 

a) shartga kŏra i ( R uchun  yoki 0 < i  yoki  i < 0  yoki 0 = i munosabatlar bajariladi

Agar 0 < i bŏlsa, b) aksiomada x,y, z ŏrniga mos ravishda 0, i , i  sonlarini qŏyib 

0= 02 < i ( i = i2 = -1 ziddiy tengsizlikni hosil qilamiz. 

Agar  i < 0  bŏlsa, b) aksiomada x,y, z ŏrniga mos ravishda i , 0 , - i  sonlarini qŏyib 

· i ( i = - i2 = 1<0  ziddiy tengsizlikni hosil qilamiz. 

i = 0 holi ŏz-ŏzidan ravshan . 

+osil bŏlgan ziddiyatdan  teoremamiz rostligi kelib chiqadi. 

Kompleks sonlar xossalari. 

2-teorema.  Ixtiyoriy z kompleks son z=a+bi kŏrinishda yagona usulda ifodala-nadi (bu erda   a, b – xaqiqiy sonlar) .

Isbot.  Biz z=a+bi kŏrinishdagi barcha kompleks sonlar tŏplamini M  orqali belgilaymiz. M tŏplamning ixtiyoriy a+bi  va s+di  elementlari uchun qŏshish va kŏpaytirish amallarini (a+bi)+(s+di) = (a+s)+(b+d)i; (a+bi)(s+di)=(ac-bd)+(ac+bd)i tengliklar yordamida kiritsak 1(-9( - aksiomalarni bajarilgani bevosita tekshirish mumkin. Demak, 10( -aksiomaga kŏra M=S. 
Yagonalikni isbotlash uchun a+bi=s+di  tenglikni olamiz. 

2(-3( - aksiomalarga kŏra, a-s=(b-d)i tenglikni =osil qilamiz. Agar b( d bŏlsa, u holda ushbu tenglikdan  i=(b-d)/ (a-s) tenglikka ega bŏlamiz, ya’ni i – xaqiqiy son. 

Shu ziddiyatdan yagonalik kelib chiqadi. 

Ta’rif. z= a+bi,  a, b ( R., kŏrinish kompleks sonining algebraik shakli deyiladi.   a va b sonlar mos ravishda z= a+bi kompleks sonining mos ravishda xaqiqiy va mavhum qismlari deb yuritilib, ular uchun a=Re z, b=Im z belgilash qabul qilingan.  

Ta’rif. z= a+bi,  a, b ( R., songa qŏshma son deb 
[image: image39.wmf]z

= a-bi  kŏrinishdagi komp-leks soniga aytiladi. 

3-teorema [2] . Ixtiyoriy z , z1 , z2 kompleks sonlar uchun qŏyidagi tengliklar ŏrinli 

a) 
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Ta’rif. z= a+bi,  a, b ( R., sonning moduli deb  | z |= 
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 kŏrinishdagi songa aytiladi. 

4-teorema  [2] . Ixtiyoriy z , z1 , z2 kompleks sonlar uchun qŏyidagi munosabatlar  ŏrinli

a) | z1 ( z2 | ( | z1 | + | z2 |;  

b) | z | =0 ( z =0;  

v)  | | z1 | (| z2 | | ( | z1 + z2 |

5.3. Xulosa. Ushbu ma’ruzada kompleks sonlarning aksiomatik nazariyasi xaqida tushunchaga ega bŏldik. Ushbu nazariyani ziddiyatsizligi [3] da isbotlangan.  2-teore-maning isbotida  ikkita z1 =(a+bi) va  z2=(s+di) sonlarning yig’indisi va kŏpaytmasi uchun  z1 + z2=(a+s)+(b+d)i va z1 z2 = (ac-bd)+(ac+bd)i  formulalar ŏrinli bŏlgani ta’kidlandi. Biz shu formulalarni eslab qolishimiz lozim. 

6.Tayanch tushunchalar: kompleks soni, algebraik shakl, qŏshma kompleks soni, kompleks sonning moduli.   

7. Nazorat savollari.

1) Kompleks sonlar aksiomatikasini bayon eting.

2) Kompleks sonlar sistemasi xaqiqiy sonlar sistemasi bilan ustma-ust tushadimi? Javobingizni asoslab bering. 

3) Komleks sonining algebraik kŏrinishi xaqida teoremani isbot qiling.

4) Kompleks sonining moduli ta’rifini bering va xossalarini keltiring. 

5) Kompleks soniga qŏshma kompleks sonining  ta’rifini bering va xossalarini keltiring. 

6) Algebraik kŏrinishda berilgan ikkita kompleks son yig’indisi va kŏpaytmasi qanday ifodalanadi? 

13- ma’ruza
. Mavzu:   Kompleks sonining trigonometrik shakli. Muavr formulasi. 

2. Maqsad:  Kompleks sonlarning geometrik tasviri va trigonometrik shaklini berish.  Trigonometrik shaklda berilgan kompleks sonlarining kŏpaytmasi va  teskari son kŏrinishlarini topish. Muavr formulasinip isbot qilish. 

3. Metodik ta’minot:   a) adabiyot: [1]  (100-108 b.b.), [2]  (150-157 b.b.), 

b) ShEHM, proektor.

4. Reja:

1. Kompleks sonining geometrik tasviri. 

2. Kompleks sonining trigonometrik shakli. 

3. Muavr formulasi. 

5. Mavzu bayoni.

5.1. Kirish.  Oldingi ma’ruzada biz algebraik shaklda berilgan kompleks sonlar uchun kŏpaytirish formulasini keltirdik. Shuni ta’kidlash lozimki, shu formula murakkab kŏrinishga ega, shuning uchun bir nechta kompleks sonlar uchun kŏpaytirish, yoki biror sonni darajaga kŏtarish kabi amallarga sodda formulani topish dolzarb masala hisoblanadi. Bunday ishda bizga kompleks sonining trigonometrik shakli yordam beradi. Bu shaklni ta’riflashda  kompleks sonining moduli va argumenti tushunchalari ishtirok etadi. Modul tushunchasini ilk bor Argan (1814) va Koshi (1821), argument tushunchasini esa Koshi (1847) kiritganlar. Kompleks sonini trigonometrik shaklda ilk bor Eyler va Dalamber tomonlaridan ifodaladilar. 

5.2. Asosiy qism. 

Kompleks sonining geometrik tasviri. 


 z= a+bi,  a, b ( R., kompleks sonini tekislikdagi dekart koordinatalar sistemasida (a, b) koordinatalarga ega bŏlgan M(a,b) nuqta yoki uchi shu nŏqtada bŏlgan 
[image: image48.wmf]ОМ

 radius-vektor bilan tasvirlash qabul qilingan (1-rasm). Ushbu sistemada abstsissa ŏqi xaqiqiy ŏq, ordinata ŏqi esa mavhum ŏq deb yuritiladi. Shunday tasvir kompleks sonining geometrik tasviri deyiladi. 

                              B(0,b)                            M(a,b) 
                                (1-rasm)                                            z
                          

                                                                       0(0,0)                A(a,0)
Ravshanki, geometrik tasvir kompleks  sonlar tŏplami va tekislik orasida biektiv akslantirishni ŏrnatadi. Adabiyotlarda shunday biektsiya kompleks sonlarning geometrik interpretatsiyasi deyiladi.  

Kompleks sonining trigonometrik shakli.

Oldingi ma’ruzada zh a+bi,  a, b ( R., sonning modulining ta’rifi hamda Pifagor teoremasiga kŏra 
[image: image49.wmf]ОМ

 radius-vektor  r = 
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 uzunligi bilan ustma-ust tushadi. 

Nolmas z= a+bi kompleks sonini z= r( 
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) kŏrinishda yozish mumkin. sos( =  
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 tengliklarni bir vaqtda qanoatlatiradi-gan ( son z= a+bi,  a, b ( R. sonning argumenti deyiladi va Arg z orqali belgilanadi.  

Ta’rif.  z = r (cos(  + i sin() ifoda z  kompleks sonining trigonometrik shakli deyiladi.

z1 = r1 (cos(1  + i sin(1), z2 = r2 (cos(2  + i sin(2 ) sonlarining kŏpaytmasini topaylik. 

z1 z2 = r1 r2 ((cos(1 cos(2  - sin(1 sin(2 )+ i (cos(1 sin(2  +  sin(1cos(2 )) =

= r1 r2 (cos((1 +(2 )+ i  sin((1+(2 )) bŏlgani uchun

|z1 z2| =|z1 | |z2|  va Arg (z1 z2)= A rg z1 + Arg  z2              (1)

tengliklar ŏrinli bŏladi. Demak, kompleks sonlarni kŏpaytirganda modullar kŏpaytirilib, argumentlar qŏshiladi. 

Muavr formulasi.

Matematik induktsiya printsipi yordamida (1)- qoida bir nechta kŏpaytuvchi-larga ham davom ettirish mumkin, ya’ni zk h rk (cos( k  + i sin( k ), k=1,2,…,n, n ( N ,  bŏlsa, u holda qŏyidagi formula ŏrinli: 

z1 z2 …zn= r1 r2 …rn (cos(( 1 +( 2 +…( n )+ i sin(( 1 +( 2 +…( n ) )  (2)

(2) tenglikdan z1 =z2 =…=zn=z= (cos(   + i sin(  ) hususiy holida Muavr formulasi deb nomlangan 

 (cos(   + i sin(  ) n = cos n( + i sin n(                                                (3)

formulaga ega bŏlamiz. 

  (cos(   + i sin(  ) –1=cos(-()   + i sin(-( ) tenglikdan Muavr formulasi ixtiyoriy butun n uchun ŏrinli bŏlishi kelib chiqadi. 

Muavr formulasidan |z1 / z2| =|z1 | / |z2|  va Arg (z1 /z2)= A rg z1 – A rg  z2  tengliklar ham kelib chiqadi. 

5.3. Xulosa . Muavr formulasi maktab matematikasiga muhim tadbiqlarga ega. Masalan, u   cos(n()   va sin(n() larni cos(   va sin( orqali ifodalash kabi masalalarni echishda yordam beradi. 

Shu masalalarni echish uchun Muavr formulasining chap tarafini N’yuton-Xayyom formulasi yordamida ifodalaymiz:

(cos(  + i sin() n = 
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j

k

n

k

n

n

k

k

k

n

i

C

-

-

=

å

sin

cos

1

,





sŏng uni  (3) ni ŏng tomoniga tenglashtirib, kerakli formulalarni hosil qilamiz. 

Masalan (cos(  + i sin() 3  = cos3(+3i cos2( sin( -3 cos( sin2( - i sin3(  bŏlgani uchun 

cos(3()= cos3( -3 cos( sin2(;         sin(3()=3cos2( sin( - sin3(
formulalar ŏrinli bŏladi.

6. Tayanch tushunchalar: kompleks sonining geometrik tasviri, kompleks tekislik, xaqiqiy ŏq, mavhum ŏq, kompleks sonining trigonometrik shakli, komp-leks sonining argumenti, Muavr formulasi. 

7. Nazorat savollari.

1) Kompleks sonining geometrik tasviri qanday hosil bŏladi? 

2) Kompleks sonining trigonometrik shakli qanday kŏrinishga ega? 

3) Kompleks sonining argumenti deb nimaga aytiladi? 

4) Trigonometrik shaklda berilgan bir nechta kompleks sonlarini kŏpaytirsa , natijada nima hosil bŏladi? 

5) Muavr formulasini keltirib chiqaring. 

6) cos(n()   va sin(n() larni cos(   va sin( orqali ifodalash kabi masalalarni  echish jarayonini bayon qiling.

14- ma’ruza

1. Mavzu:   Kompleks sonidan ildiz chiqarish.

2. Maqsad:  Muavr formulasini qullab, kompleks sonlarining ildizlarini tŏplamini qurish usulini va ushbu tŏplamning algebraik  xossalarini bayon kilish. Birning n darajali ildizlarining tsiklik gruppasini kiritish .

3. Metodik ta’minot:   a) adabiyot: [1]  (108-112 b.b.), [2]  (169-173 b.b.), 

b) ShEHM, proektor.

4. Reja:

1. Kompleks sonidan kvadrat ildiz chiqarish. 

2. Kompleks sonidan n-darajali ildiz chiqarish. 

3. Birning n darajali ildizlarining tsiklik gruppasi.  

5. Mavzu bayoni.

5.1. Kirish.      Maktab kursida 
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 tenglama ŏtilgan ( bu erda x va a – xaqi-qiy sonlar, daraja esa butun). Ushbu tenglamani echimi x sonni ildizi deyilardi.  Kompleks sonlar maydonida ham shunga ŏhshash ta’rif kiritish mŏmkin.

5.2. Asosiy qism. 

   Ta’rif. w kompleks soni z kompleks sonining n darajali ildizi deyiladi, agar   
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 tenglik bajarilsa.

Kompleks sonidan kvadrat ildiz chiqarish. 

Masalan, n = 2  holda z = a + bi algebraik kŏrinishga ega bŏlsin. (1)  tenglamani echimini w= x + iy kŏrinishda izlaymiz. 

(1) tenglama x2-y2 = a ; 2xy = b sistemaga ekvivalentligini kŏrsatish mumkin.

 Shu sistemani echib, talab qilingan ildizlar kŏrinishini topamiz:

w1,2  = 
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2

2

2

2

2

b

a

a

i

b

a

a

+

+

-

+

+

+

.

Kompleks sonidan n-darajali ildiz chiqarish.

Agar daraja ikkidan kattarok bŏlsa, u holda (1) tenglamani xuddi n=2 holiga ŏhshatib echish mumkin. Ammo ushbu usul yaxshi samara bermaydi. Shuning uchun ham biz kompleks sonlarining xossalaridan fodalanib, (1) – tenglamani echimini topishda yahshi samara beradigan usulni vujudga keltirishga kirishishimiz kerak.  Ushbu ishda bizga  Muavr formulasi yordam beradi. 

    Biz  z sonini  z = r (cos(  + i sin()  trigonometrik shaklida yozib w  sonni 

w = ( (cos( + i sin()  trigonometrik shaklda izlaymiz.

     Ushbu holda (1)- tenglikni 

(n (cos( + i sin()n = r (cos(  + i sin()                     (2)

     kŏrinishda yozsa bŏladi.

    (cos( + i sin()n = cos(n() + i sin(n() Muavr formulasidan foydalanib, (2) tenglamani 

((n = r)( (cos(n()= cos() ( (sin(n()= sin()
tenglamalar sistemasiga keltiramiz:

Demak, (1) tenglama qŏyidagi echimlarga ega

wk = 
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(3)                        
     (3) da   k = 0,1,…, n-1 qabul qilamiz va (1) tenglamani mos  bŏlgan n –ta echimini ajratamiz. 

     Ushbu  echimlar turliligi ularni argumentlarining turliligidan bevosita kelib chikadi. Bundan tashkari trigonometrik funktsiyaning davriyligidan ws = wn+s  tenglikni hosil kilamiz, bu erda s – ixtiyoriy butun son.  

     Demak, natijada qŏyidagi teorema isbotlandi. 

Teorema.  Ixtieriy noldan farkli  z = r (cos(  + i sin()    kompleks sonini aksariyat n-ta turli  n-chi darajali ildizlari mavjud va ular 

wk = 
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(4)                        
    formulalar yordamida topiladi.

Birning n-darajali  ildizlarining tsiklik gruppasi.

Ma’lumki  1 = cos0  + i sin0 . U holda  (4) dan birning  n- darajali ildizlari 

wk =  (cos
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(5)                        
formula yordamida aniqlanadi. 

 Ta’rif. Biror elementning darajalaridan iborat bŏlgan  gruppa tsiklik gruppa deyiladi. 

Teorema. Birning  n- darajali ildizlari mul’tiplikativ tsiklik gruppani tashkil qiladi. 

Isbot. Agar (n =1 va   ( n =1 bŏlsa, u holda ((() n = (n ( n =1.  Demak,  birning  n- darajali ildizlarining kŏpaytmasi yana birning  n- darajali ildizi bŏladi. 

1 n =1 tenglikdan bir soni birlik element bŏladi. (n =1 bŏlsa,  (1/()n =1/(n =1 tenglik ŏrinli. Demak, birning  n- darajali ildizining teskarisi ham birning  n- darajali ildizi bŏladi. Nihoyat, Muavr formulasidan 

wk =(cos
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formula kelib chiqadi. Demak birning  n- darajali ildizlari mul’tiplikativ tsiklik gruppani tashkil etadi.  

5.3. Xulosa.  Ma’ruza shuni kŏrsatdiki, har bir kompleks soniga uning bi-rorta ildizini mos qŏyadigan akslantirish  bir  qiymatli  bŏlmaydi.  Ushbu hodisa xaqiqiy sonlar tŏplamida uchramagan,  kompleks maydonida  esa  kŏp  uchraydi. Bu esa kompleks maydon holi uchun funktsiya tushunchasini kengrok ma’noda kŏrishga chorlaydi. Kompleks uzgaruvchili funktsiyalarni aksariyat barchasi bir qiymatli emas va shu funktsiyalar bilan yuqori kurslarda ŏqitiladigan  funktsiyalar nazariyasi fanida chuqurroq tanishamiz.

6. Tayanch tushunchalar: Kompleks sonining n-darajali ildizlari, birning n-darajali ildizlari, tsiklik gruppa, mul’tiplikativ gruppa.  

7. Nazorat savollari

1) Kompleks sonining n-darajali ildizlari deb nimaga aytiladi?  

2) Kompleks sonining kvadrat ildizlari qanday topiladi? 

3) Kompleks sonining n-darajali ildizlari qanday?

4)  Kompleks sonining n-darajali ildizlari soni qanchaga teng bŏladi?

5) Birning n-darajali ildizlari kŏrinishini yozib bering.

6) Birning n-darajali ildizlari mul’tiplikativ tsiklik  gruppani tashkil qilishini isbotlang.
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