Yuqori tartibli hosilalar va differensiallar. Ikkinchi tartibli hosilaning mexanik ma’nosi. Parametrik koʻrinishda berilgan funksiyalarni differensiallash
1. Yuqori tartibli hosila tushunchasi. Faraz qilaylik, biror [image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image001.png] da hosilaga ega [image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image002.png] funksiya aniqlangan bo‘lsin. Ravshanki, [image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image003.png] hosila [image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image001.png] da aniqlangan funksiya bo‘ladi. Demak, hosil bo‘lgan funksiyaning hosilasi, ya’ni hosilaning hosilasi haqida gapirish mumkin. Agar [image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image003.png] funksiyaning hosilasi mavjud bo‘lsa, uni [image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image004.png]funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi deyiladi va [image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image005.png], [image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image006.png] simvollarning biri bilan belgilanadi. Shunday qilib, ta’rif bo‘yicha [image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image007.png] ekan.
 Shunga o‘xshash, agar ikkinchi tartibli hosilaning hosilasi mavjud bo‘lsa, u uchinchi tartibli hosila deyiladi [image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image008.png] [image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image009.png] kabi belgilanadi. Demak, ta’rif bo‘yicha [image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image010.png].
 Berilgan funksiyaning to‘rtinchi va h.k. tartibdagi hosilalari xuddi shunga o‘xshash aniqlanadi. Umuman [image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image002.png] funksiyaning [image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image011.png]-tartibli [image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image012.png] hosilasining hosilasiga uning n-tartibli hosilasi deyiladi va [image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image013.png], [image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image014.png], [image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image015.png] simvollarning biri bilan belgilanadi. Demak, ta’rif bo‘yicha n-tartibli hosila [image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image016.png] rekkurent (qaytma) formula bilan hisoblanar ekan.
1-misol. [image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image017.png] funksiya berilgan. [image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image018.png] ni hisoblang.
Yechish. [image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image019.png], [image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image020.png], [image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image021.png], demak [image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image022.png].
Yuqorida aytilganlardan, funksiyaning yuqori tartibli, masalan, n-tartibli hosilalarini topish uchun uning barcha oldingi tartibli hosilalarini topish zarurligi kelib chiqadi. Ammo ayrim funksiyalarning yuqori tartibli hosilalari uchun umumiy qonuniyatni topish va undan foydalanib formula keltirib chiqarish mumkin.
2. Ikkinchi tartibli hosilaning mexanik ma’nosi. Ikkinchi tartibli hosila sodda mexanik ma’noga ega. Aytaylik, moddiy nuqtaning harakat qonuni [image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image023.png] funksiya bilan aniqlangan bo‘lsin. U holda uning birinchi tartibli hosilasi [image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image024.png] harakat tezligini ifodalashi bizga ma’lum. Ikkinchi tartibli [image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image025.png]hosila esa harakat tezligining o‘zgarish tezligi, ya’ni harakat tezlanishini ifodalaydi.
2-misol. Moddiy nuqta [image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image026.png] ([image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image027.png] metrlarda, [image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image028.png] sekundlarda berilgan) qonun bo‘yicha to‘g‘ri chiziqli harakat qilmoqda. Uning o‘zgarmas kuch ta’sirida harakat qilishini ko‘rsating.
Yechish. [image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image029.png], [image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image030.png], bundan [image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image031.png] bo‘lib, harakat tezlanishi o‘zgarmas ekan. Nyuton qonuni bo‘yicha kuch tezlanishga proporsional. Demak, kuch ham o‘zgarmas ekan.
3. Yuqori tartibli hosilaning xossalari. Leybnits formulasi.
1-xossa. Agar [image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image032.png] va [image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image033.png] funksiyalar n-tartibli hosilalarga ega bo‘lsa, u holda bu ikki funksiya yig‘indisining n -tartibli hosilasi uchun
[image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image034.png]
formula o‘rinli bo‘ladi.
 Isbot.  Aytaylik, [image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image035.png] bo‘lsin. Bu funksiyaning hosilalarini ketma-ket hisoblash natijasida quyidagilarni hosil qilamiz:
[image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image036.png].
Matematik induksiya metodidan foydalanamiz, ya’ni [image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image037.png] tartibli hosila uchun [image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image038.png]  tenglik o‘rinli bo‘lsin deb faraz qilamiz va [image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image039.png] uchun [image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image040.png] ekanligini ko‘rsatamiz.
 Haqiqatan ham, yuqori tartibli hosilaning ta’rifi, hosilaga ega bo‘lgan funksiyalar xossalaridan foydalanib [image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image041.png] ekanligini topamiz.
 Matematik induksiya prinsipiga ko‘ra [image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image042.png]tenglik ixtiyoriy natural [image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image043.png]uchun o‘rinli deb xulosa chiqaramiz. 
 2-xossa. O‘zgarmas ko‘paytuvchini n-tartibli hosila belgisi oldiga chiqarish mumkin: [image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image044.png]
 Bu xossa ham matematik induksiya metodidan foydalanib isbotlanadi.
4. Yuqori tartibli differensiallar. Aytaylik, [image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image045.png] funksiya biror [image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image001.png] intervalda berilgan bo‘lsin. Bu funksiyaning [image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image046.png] differensiali [image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image047.png] ga bog‘liq bo‘lib, [image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image048.png] va [image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image049.png] orttirma [image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image047.png] ga bog‘liq emas, chunki [image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image047.png] nuqtadagi orttirmani [image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image047.png] ga bog‘liq bo‘lmagan holda ixtiyoriy tanlash mumkin. Bu holda differensial formulasidagi [image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image050.png] ko‘paytuvchi o‘zgarmas bo‘ladi va [image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image051.png] ifoda faqat [image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image047.png] ga bog‘liq bo‘lib, uni [image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image047.png] bo‘yicha differensiallash mumkin.
Demak, bu funksiyaning differensiali mavjud bo‘lishi mumkin va u, agar mavjud bo‘lsa, funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali deb ataladi.
Ikkinchi tartibli differensial [image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image052.png] yoki [image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image053.png] kabi belgilanadi. Shunday qilib, ikkinchi tartibli differensial quyidagicha aniqlanar ekan: [image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image054.png].
Berilgan [image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image045.png] funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali ifodasini topish uchun [image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image046.png] formulada [image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image050.png] ko‘paytuvchi o‘zgarmas deb qaraymiz. U holda
[image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image055.png] 
bo‘ladi. Biz kelgusida dx ning darajalarini qavssiz yozishga kelishib olamiz. Bu kelishuvni e’tiborga olsak, [image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image056.png] bo‘ladi va ikkinchi tartibli differensial uchun quyidagi ifodani hosil qilamiz:
[image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image057.png]
Shunga o‘xshash, uchinchi tartibli differensialni ta’riflash va uning uchun ifodasini keltirib chiqarish mumkin: [image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image058.png]3.
Umumiy holda funksiyaning [image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image011.png]-tartibli differensiali [image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image059.png] dan olingan differensial funksiyaning [image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image060.png]-tartibli differensiali deyiladi va [image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image061.png] kabi belgilanadi, ya’ni [image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image062.png]. Bu holda ham funksiyaning [image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image060.png]-tartibli differensiali uning n-tartibli hosilasi orqali quyidagi
[image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image063.png] (2)
ko‘rinishda ifodalanishini isbotlash mumkin.
 Yuqoridagi formuladan funksiyaning n-tartibli hosilasi uning n-tartibli differensiali va erkli o‘zgaruvchi differensialining n-darajasi nisbatiga teng ekanligi kelib chiqadi:
[image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image064.png].
5. Parametrik ko‘rinishda berilgan funksiyaning hosilasi. Faraz qilaylik, x argumentning y funksiyasi quyidagicha
[image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image065.png]             (5)
parametrik tenglamalar bilan berilgan bo‘lsin.
 Agar x=(t) funksiya teskarilanuvchi bo‘lsa, ya’ni [image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image066.png] mavjud bo‘lsa, u holda y=(t) tenglamani y=([image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image067.png]) ko‘rinishda yozib olish va y=([image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image067.png]) funksiyaning hosilasini topish masalasini qarash mumkin. Odatda bu masala parametrik tenglamalar bilan berilgan funksiyaning hosilasini topish masalasi deb ham yuritiladi.
 8.11-teorema. Aytaylik, (t) va (t) funksiyalar ; da uzluksiz va (;) da differensiallanuvchi hamda ’(t) shu intervalda ishorasini saqlasin. Agar x=(t) funksiyaning qiymatlar to‘plami [a,b] kesma bo‘lsa, u holda x=(t), y=(t) tenglamalar [a,b] da uzluksiz, (a,b) da differensiallanuvchi bo‘lgan y=f(x) funksiyani aniqlaydi va
[image: http://reja.tdpu.uz/shaxsiyreja/content/517/html/44525/6_ma'ruza_mat_analiz_2_sem.files/image068.png]              (6)
formula o‘rinli bo‘ladi.
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